Corso di STATISTICA MATEMATICA
Prova scritta del 30.9.2005

Esercizio 1. Tre urne sono inizialmente vuote. Una dopo l'altra, 6 palline vengono
introdotte a caso nelle urne (si assuma che la scelta di ciascuna urna sia equiprobabile).

a) Qual & la probabilita p; che la prima urna rimanga vuota?

b) Calcolare la probabilita py che nella prima urna ci siano 2 palline, noto che essa
non ¢ vuota.

Esercizio 2.
Siano x e y due variabili aleatorie la cui densita di probabilita congiunta vale:

c sel<z<e 0<y<i
xr

f:c,y (1}7 y) = {O clse

dove ¢ denota una costante reale.

a) Determinare il valore di c affinché f,,, (x,y) rappresenti effettivamente una den-
sita di probabilita.

b) Calcolare le densita di probabilita marginali f5 (z), fy (y) delle variabili aleatorie
xedy.

c¢) Stabilire se le variabili aleatorie « ed y sono indipendenti.

d) Calcolare la varianza incrociata o4, di © ed y.
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e) Calcolare la probabilita P (A) dell’evento A = {y < ¢ (x — 1)}

Esercizio 3.
L’evoluzione temporale della posizione di un veicolo caratterizzato da moto rettilineo
uniforme e descritta dall’equazione

x(t) = 2° + vt,



dove 2° indica la posizione iniziale del veicolo e v la sua velocita. Un sensore di
prossimita misura la posizione del veicolo in tre diversi istanti di tempo:

#(1) =10.1
#(2) =148
#(3) =205

dove Z(7) rappresenta il valore assunto dalla misura presa all’istante ¢ = 7. Si supponga
che le osservazioni #(7) siano corrotte da rumori additivi &;:

(i) = 2(4) + €.

I rumori di misura g;, ¢ = 1, 2, 3, sono modellabili come variabili aleatorie indipendenti,
a media nulla e varianza o = 1, 03 = %, 02 = 2, rispettivamente. Sulla base delle
misure osservate (i), i = 1,2,3

a) calcolare la stima ai minimi quadrati [#94 ©1s] della posizione iniziale e della
velocita del veicolo;

b) calcolare la stima di Gauss-Markov [2%,, 9ca| della posizione iniziale e della
velocita del veicolo;

c) stabilire se le stime ottenute ai punti precedenti sono polarizzate o meno.

Esercizio 4.
Siano y, e y, due variabili aleatorie Gaussiane, indipendenti, a media nulla e varianza

o? incognita.
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a) Scrivere l'espressione della verosimiglianza L(o2|y;ys) di o2 sulla base delle os-

servazioni Yy, = y1, Y, = Ya-

b) Calcolare la stima a massima verosimiglianza 63,; di o2, sulla base delle osser-
vazioni di y; e Ys.



