@

STARILITA DEI SISTEMI LINEAR| STAZIONAR|

TP/vva confinuo

Consi deriomd un sistma lineare stazionario avteiono a kmr;o (,oqhnuo/

deScr{Ho da“‘ e,ﬁuazmne dn‘sfa+o:

x (£)= A x(&) = k(e):g(xca) on {(ﬂ:Ax

Calcohomo 1 Pw;)n' a equu’ ibvio de) oekma:

é(x)rO = Ax=0
(

ﬁufndl‘/ ] Pvn'H o ec’wMon'o d?,l Sls‘k‘ma Sono {U#ﬁe So)z‘
\ Punh'appark/;e/\ﬁ a ker (A).

Abbiamo due casi:

4> la matrice A e nhon Slqgo\afe

=> Xe=O € I unico FW\'*\O dr eﬁu‘:ln'bru‘o del sistena.

2) \a matrice A e _S_lpso_)gfg_ <eC1u1\/df€/\thmM+t/ A=0 e avtovalore dnA}

=> Xee€ ker (A) sono futh Pvn'h.dl\eﬁw‘(lbﬂ‘o Olel sislena
(l’n frmt Pwsﬁ" ol e,ﬁunhbn‘o)

x, 4

ker (A) con Ac [R®*

‘.
_—

\ >
/ x

1

N futh Vpuah su ques’rare,ﬁa 500 Fvnh Js e«,u./:bno
del sistema.




P055|‘a/wo dimostrare f&crlmf/nte le seﬁu@mh‘ Pm‘ofu'eﬁs“: @

4> Se A e_Sméolare,, nessun Fun+0 dv 6<iu|'||lor»‘o e altvathvo

=> Se A e‘Sanjolare,/ /| sistena ha n‘n)(tmﬁ' PVn‘Hdl‘eﬁu,‘[{bn‘o/
e inognt ‘ntorno dv ciascun Furﬂ‘o di e;)unhbﬂ'o pe esistono infimb albvr.
Notiamo tafsth che, se Xe @ Pwa% di eqw’tbno de/ SlSMa/ X Xe € ancora
PwrFo Jdr eﬂu:‘/:bmb ded siskma per 03»%0(6”&.
Dvnﬂue, Xe vion Fuo*essere aHYdH]\\/O. . \
Xo € ne,H intovno di vogaio K ar Xe,l
Ay N
ed e’pun‘ho di eﬁuu 'tbﬂo, Croe”

Lra:/')(o) =Xo Vé 20

fer(A)  Poge
L cf(t;xo)=xo #Xe |
' oo

< x,

Z> Se A & 5‘,\50]6(6} toth puah dn'eﬁu{hbno del siskeng 300}0wo della

stessa Fmpﬂ‘eﬁs‘ flsp'&/ﬁo slla stebilitar

/

Cioe’, © sono tuth staboili, 0 sovo tlh instabil;.

OSSERVAZIONE. - Quests FroPm‘eb' dishingue vediimiate | sisten: (inear’

dal sislemy nmlmearu'/ { (4]\/6“ possono avere fwn"'l‘ o ez.]w libvio dishnh con

diverse cavsflenshohe rispetho olls skhbilitar

/ PEV QSQMP{O‘ i‘ PQ/\o}OIO Lya_d_lig Pvn*’l‘dt‘&]m"/;bﬁo Jiﬁﬁn‘h/
" di cui uno shibile, (Q‘xo) e vao inshbile (9—;]7)'
O
i




dimostvazione - SUFPom‘a A sm&o]are,/ consideriano due Punh' dr @

Eﬁuﬁi bvio dishnh X4 e X, del Slsjrf/na/ cioe,

Axa=0
’ con Xat Xa
Axz=0
Supponiamo per assurdo che X4 sia shabile e che X2 513 Inshbile.

Nohamo che, per il siskma X(B)= Ax(E) | la solvzione cf(é;xo) e~ Jdaka
da Lr(éjxo): ,Q/Atxo, Inone/ essendo X4 e Xz \o\mh dr ec?u;h bvio risvita:

L]o(t,‘ X1)=X1 Y20
Lf(t,-x?_):Xa Vizo

e qumd{

Xq= E,Atxq ¥tzo

x2: 2", Vtzo.
Doto che X, & stabile,

1e>0: VS50 A% lixe-xell< e 50 1 ly(Ex)-xell>€
Prendiamo Tale £>0 e sceslioma il corrispordente $>0 nella definzioe distability”
di X4, Croe™!

Vevo 3850: gt xe)-xall¢e ¥xo: lIxo-xall€§ e ¥E20. (A)

Per linshbilita dr Xz, esistons sllova Xo : IXo-Xall<§ o £¥50 falr che.

”({7(6*1 X")"XZ ” >E y Cloe “ @At;o ’Xz” >E.

Asgl\/nglamg e ‘}‘OS]IGMO Xa>
At*
“ 2 Xo = X4+ X4~-Xa ” >E
* #
e/ vicordando Q‘qe_ X»‘:,@Atx,, e Xa:z _,Q,At)(a/ OHCAIB’YIO‘.

At*

”Q X0+X4‘Xz>“X4J‘ >E

De featamo Xo = Xo+ X=X,




nguH’a CL\E, @

| Xo- X4 “ = ” (Xo+><4‘Xz>‘X1 ” = H Xo=Xz ” <
Cloe’ }20 AWJ&/H?/)e a“‘ MJ‘OW\O de 39910 A o’x‘X/,, InoH're_/
1% -xallse  => | ¢ (5 %o)=xall >

che o \Dorh 3 vna cotvaddizion o, |y shbilits di Xy 'n (A)

FINE OEUA DIMosTrAZIONE,

5) Se A e non sm\csolare,} e ['umico PwnLO dl'eciufhbrzo Xe 2O e\aHr’dﬁLJVO/
allova si Fuo\ sceéhe,re, Z{:—HJO nells defimzione dv aMvathvitss

/

cloe, i bacino dr athrazione. di Xe =0 e’

tutto o spazio [R"

imosi'reao’\e,- R Natvathvita: dr Xe=0, visvia che

3X>O : ﬁ‘”"‘ 'l({(é)%)‘Xe{{:O VXQ,‘ HXO‘XQHSK,

>0

e qumdnl 2ssendo Cf[é}Xo):.Q,A6Xo e Xe<o:

Jy>o: ,@ww Il =0 ¥xo: l)xoﬂsb/.v

ifi
%ol

Consde,mamo ova Xo Con ”Xon>b/, e Jef(mamo ;<o:

B&{‘O OLLQ ” ;Eo ”: )} HXOH ( 5/ “XO = X’) YlsdH"a (Per ’aHYdH')\/(tB’" dl )(e,-O)
At- AL Xo | oo ¥ At
0= )@vm le™* X, = S l@ ana/ é%?:hxol Al
Essedo 5= una s fule Segue che  Lom ”Q, Xo/l—“—
”)(o“ o )

Dall arbitvaviets di Xo sesie |a lest.

FINE DELLA ©IMOSTRAZIONE




\

O,

Le Pmpﬂe"-a‘ emmcia{{’, € dl"V\OS'l’fa*ﬁ ¢t dicono QLLQ,/ FM

e lemt ].‘ﬂeam'ghzwmm} la STABILITA non e Solo vna

C&rdlé}efl‘sﬁce/]ggl\g dei’ PuaH d ec}u:llbw‘o/ ma anche una CdrdanIS"“ICd

S)Obaje de,l Slfp'k/wé,.

Dufﬁt/e/ Fe\f sistew Il'he,arfsh.abnar{sf Puo‘ Ferlefe, di STAB)UTA‘/

STABILITA  ASINTOTICA /INSTABILTA™ de si16ftma  nown solo dei’

S\nﬁoh' \Dum{'\‘ d ezjuz‘f(lpn\o,

L /
4 7

Vedremo ova come le cara Herishche J" shblita~ diva sislena /medr@/

sRzionsrio & kmpo corhinv0 diperdsno esserzislmente dal Seeno dells

Park veale dezglLadfo\/anm‘ dedla mebrice A.

Per capn‘re l} Pero’f\e: d,‘ c1ues+d v’e‘aatone, wwslderl'afno Un caso Farﬁcofam:
N L e N NPty

matrice Ae R™" con tolh avtovelor reali e dishah

OSSERVAZION|
- A e diagonalizeabile.
= Siccome gliavtovalor d A sow fulhy veal, coing doro con le vispe thve perh veali

Sino A1, Az, A aliavtovslov dy A/ e sia Ve IR': VL #0, un
avtovettore di A relshvo a Ay, 434, N

Definfals matrice noy 51/\30far’€, T= [’Uq Uz __, ’U}\], rsvifa
Mt

)\4 )\ 2 O At -6 _‘@)\Zb O

AT AT: =S 0 - )
o . 3
An O R




T X
=> (-f<t',' Xo) = Q/Ath = T—@Atw (X) @

/ %Aqt [ X4
soluzione di [ U Vp . U,.J 2% %
x(£): Ax () ‘ . :
Con ndizine : '

An
tmziale x (0)=x, L 2 t g .D(" J

Aat Mt
=l e Vot .- o(,\g,)"'trgn (BK*)

NOTA’ Rl‘ covdando C,qu (O'XO)ZXO [al tempo t=0 ,a SOIUZIOV)C (pl‘nc)de COon ,a
qie P

Condizione iniziale / ] ; valutando (XX) Fer é=0 OHfm‘amO
Xo: 0('] U’l"’ 0(2 'U-Q‘f‘ -4 dn’U—n

Crog Aa,-.,6n Sono le c,oordmak Jr Xo (15P€H’0 alla base, {Vn,’lfa,‘_l'lfn} Iy IR'I.

(onsideriamo ova | SQSUQA'H sothocas) :

o Lutk; Sh'au‘fO\/a’on' d A Sono n?ﬁ&%vf, cloe’ /\1’<O/ A31,2,..N

Risu H’a, vhlizzando G¢x):

G I &3] = Jlgef%m.-,Jr@nuﬂ J0
;
o

t>00 s 00

0

Pg___osgf (,onJaZlone_ nl'zi1ale X0€1Rn.
Dunc]ue, Xe=0 e vun vaA‘ho o eﬁun'/nbho a Hfd‘f’ﬁ\/o,

Ionfe, f"53&+0 £>0,¢e vhlizzando (%)
o= 1T T %ol € 1T 1. IT ol <
£ clTINT 'S = ¢

avedo scelto Xo (condizione l/)lZla’e,)

Jcro: le™sc ¥ezo
N 4)um'}v 1‘“0”( k’. fw\zxmf ' _?;/H'

fale che [[Xoll €& cor Jz—E& . s0no limtate in [0,0).
LATIHT™Y)

DUnT/e Xe=0O € un Fun‘]"o d e,ciufl;lon’o stabile .




= Essendo sbbile e aHYafJnvo/ Xe=0 ¢ un punto o’n'&iu;hbwb @
asintohconmle stabile.

e Mi=0, mentre ‘,’UH\S" altri avtovalovi’ dv A sono rje:gaﬁv:;

cloe” A0, L=2,..,n

Risu Ha ohlizzando (xx):

Q

perche’ /\4 0
Dato che Lo Hl(((: XO)”=#0 se o4 +0 (mfaH] V1 #0 Ferche e vnad{m/eﬁorg

E>0

e ﬂumdf A4 #0 s5e o(q;tO) ! 1, PW’F"U ch &ﬂul-llrbt’;o Xe=0 Won e'é,HYa H']VO.

ATTEMZIONE_I Lo Sapevamogla\.-_, Se A\=0 ¢ avtovalore dr A/

la me+v|‘oe A e‘snn\go)are/ e SJ' l'/\ﬂm"‘{ ?unh v €3Ut’:bflé 56]
’ siskma (‘l'(d cul l\on;gl'ne__,) Nan Soo aHYa{'hv,' (\/edl' Pro,ofnefa‘ i)

D ahva Park, fissato £>0 e vhlizzsndo (x):

“ (t/.xo)l[: " ICAtT_/l Xo“ < . L E Se ”)(o(] \<8 con é: <
(‘f
LTI

Du»no‘ue/ Xe € un PumL'O & ec]u:'{lb»’c‘o skbile. ‘/

come ne| caso P’eceo’enk-—.

o esisit un autovalore positivie, Cioe AN, >0 ququalohe,d\:/]/__/n_

Scegliendo Xo = S, (C°"‘ d>0 e Vj avtovettore di A velativo a A
wn [[05]=4 )} abbiamoche l[Xoll=8 e (]D(t/- Xo) = J6/’\1':x°: »@/\tho,

bum’ue, “ (f(t,‘ Xo) ” = ” PJAthOH: 2 ot ”Xo” = 5_0/%'{: — 0 per t—s00
Risultando “Lf(t}xD)”>8 dofinbvonm ke per 6—900/ Xe € Un Pt//)‘f’o di’

e,ffu;hlor:‘o instabile .




Rl‘cafnjrofdwdo) V)el Caso dl' ma‘l"r\ce, A Con '(L’mth'au%\/o\[om' Vea[ﬁ @
e distinhy;
o avtovalon Jfo‘h n%ah\/,' => siskma aSI/\'f\O']‘l‘CcVVlM}‘e Sfablfe,

o Unavtovalore in zero, e glialtr futh negahvi => sislema stabile

o €515t un autovalore Fos;J—u\/o => Siskma mskbile

Cominciamo cioe™a capire come e covaherishhe o et bihita-dron sislems
(mearﬂ Sb&l'onawo 3 )-QMPD CO’\J‘IVT\/,O Sono 1@5641; al S%gno [de/fa Par{e rea[e]
degli avtovalon della matrice A

E nunciamo 1| caso qeneva le.:

S considert’ il sisfons lingare 5Tazionano o MPO Corhipuo

x(£): Ax(£)+ Bu(t)
&(6)1 Cx@®)+ D wlt)

xeR" shtv, “elRPJl‘jfesw ) AGIR“ uscats

e siano Ad,-., Am gl avtovelon dishuh d A (quindi men), con
molle phqb‘algebw"ohe rl,b‘ e Se,ome%nche V', ,{:4),_/;44. Allovs :

o s¢ Re (/\4')<O ’V%':/;,-_/m/ || sistema e asinbohcanente stibile.

A |
T A NOTA - Re(X) derota la
M parie resle d Ae C
X
Az
h Re(A)
X "
)\z=)\4 \ ‘ ‘
\-). ‘h)fh&la au‘l‘o \/&,orf dn'un SIS{QMA lmeare :‘.d’azlcmano
3 'I*Q/V)PO continuo asmtohcaperte stabile. e +rovano

nel Semipiano sinistro sparty.




® Se. Re ()\4')60 ‘\711(,14,--/%'\/ e 1noltre risvita rf&‘:))«' @
per i A taliche Re(Ad)=0, allova || siskma e’ (gg/_nphcmw/lh)

J_@‘f‘a\oile,_

Im(X) A
X
X
Re(N)
X
X 4. 5], ad-}o\/a,oh di un siotvis lineare.
\ stazionavio a k’mPo corTiavo Sﬁ\bo'}&

9[470\/6\00 nel s:zm\‘\mmosn“msfro ol'nuso/

W. QUeH{ sull asse \‘mmajmano

o’Q.VOV\D Mclqe, ver 7C| Care V". :y/é‘

° élH'ﬂ”me/\'H/ il siskma e Inskbile |

Cio™ accade se uUno OF:u'auhvalor{ d' A hanno parle veale r)os,{-,\/&;

Ton(A) 4 /
Croe st trovsno nel Sevipionro
destro a,oem‘\o
X
¢ A >
>< Re(r)

oppure toth hanno Fark reale <O , ma ne esiste vao o piv con Parf-e.

reale nulla per cul' ) )i < M.




Témpo discreto

Consdememo Un sisteva Il‘neafe, sfazmnavm au+on0'v10 3 MPO dascfe‘ll‘o/

descrifho da”\ec]uaanone di stato :
=> x(k+4):€(x(k)> Con 6(x)=AX

x (k)= Ax (k)

C&]wh‘amo l. Pun""l' d(. eﬁu.'fnbn'o Jel Slsk/\'\a?
6(><):>< =  Ax=x = (I-A)x=0

J/

quindt; i puah J equilbrio del sistena somo
foth e soli ¢ puat’ apparierenh’a ker (T-A).
Abbiano due casi:

/O la matrice T-A € non 9\‘n80|are,

=> Xez=0 ¢ [unmigp FunJro o eﬁu.'llbﬂo del sistema.

| 2) la matvice T-A e“ﬂn\golare, (eciu{\/dfemleme/\k//\=4 e adbovalope oy A)

=> Xe € ker (I-A) Sono 'I'UH‘I I“PVAH J)“'e,c’u{(tbwd del SISMa
(l‘nfl'nl% Pun% Ji eﬂu{lt bﬁO)
Sy dimostrs che -

4) Se T-A C‘Sm\csolav’e, , NESSuUn ‘oun'}*o d equi hbrio e~sthvathvo,

2_> Se I-A e singolare, futh ¢ puahi o’l‘e,cfuxhbn‘o del sislema Jodone della
slessa Fgerlcfa' ﬂsFeﬂY) alls stabili o™,

5) Se I-A e non s;Bo\arg/ e l\vn\éo \wnJ\o o’x‘e,cju.'):lon'o Xe=0 ¢ allva H’\'\/ol

allova s Pdo‘Sc,eﬂlfere K-‘—+OO nella definizione O((aHfaH?-\/l{"‘aN-

DUVHTIP,, &no\r\e Per SISR/VM ll'nearl'f)hz{omenf{ 2 J—em[ao JlsCr@'fy;/




la STABILITA e vaa Cdfd*%V\S‘th&’oba[Q del siskens, @

e 51 puo Fa«r]aa’e di z>TA6»uTA‘/STA@UTA‘/\SWWmA/ INSTABILITA

del sistema ; noa solo dat sf/Bol,‘ pont 31'€7u(/:bwo.

ya

/

/

/

Le coralenshche di stabilita™ dv un sislema ]u‘neare,l stazionarip a L(’mp_q

discreto diperdono esserzialmente da| modulo degli” avtovalovi della matrice A

Vale rnfath il Se:gu%le risvltato:

Si onsidevt 1] sistma [ineare shzonsrio a kmpo discredo

x (k1) Ax(k)+ Bulk)

&(M: Cx(k)+ Dulk)

n
X elR 51’6""0} bLefRf)_{ﬂjressoi %equusaf‘a

€ SIan0 )\4,---/ Am ﬂ,\ aU‘}*OVdIOﬂ'dlS%n‘h Ji A (qu'nc}l'mgn)/ Con

molteplicita algebriche M. e geometriche Y- =1 m. Allova:

o e |Al<y JV‘/LZ/I,--,W\/ i] sisteng e “asinboticavente stable.

R;(A)

Tm(N) A
cerchio di v38Q10 unhrio
A4
X f‘i
A3
% s >
Aq
X b 3
/\Z:A4

‘hﬂh‘sl{ avbovalori' di un sislema lineare. stazionerio

a tempo discreto asitohcamente shibile

+rovano nel cevrchio di mgg)o u/nhno efaer‘fo




e se |Mlg1 Jy‘,(,':/]/__lw\/ e inoltre risulta Mo =)o pev @

P tali che [AG]=4 allova il sisleng e” (Swr)l{m%k) chabrle
Im(A) A

/ cerchiod, "338“5 uaitario

f~

X Em

X

\\ +uﬁ,3l|’ad+~ovalom'ah vn siettna lineare
Stazionsrio a %mpo discreto stabile

s¢ trovaro nel cerchio d7 fo\SS;'O unifario cl'n"u.sol

ma non basta . Quell sulla crvconfererza 4,
P T e Ve W

ra48i0 untarip devoro sache \/e,r:Flwrﬂ ﬂk’:))""

° aH'Vl'menH, il sietma e instabile.

Cio atcade Se Uno oglu'au&)\/alor«' di A henno modulo maggiore d1:

ImA) 4
Cloe Si frovano fuon‘o’e,l
Cerchio Ja‘fagglo vaitfavio chivsp
X
1
" f
A / >
X, Re(A)
X

oppyre. foth hanno modulo <4 , M e esiste uno 0 P Con modulo vgusle

a 1 per cyr \/¢'<}*‘|,{.




(1)

SCHEMA RIASSUN TIVO

Stabilita™ det sistew [ineari stazionar

.QL V.Q\A ) .?L V..oxz C
b=|>Y|:”YE ? O=(>Y)3Y :»YF 2
A LS[V e YA OS(Y)Y e SR e sul
2nddo 240dd o
L<|?Y| : "YF o O<(™)3d :”XE o
L=|7¢] woo O=(>Y)2yg v
' sad M{(E .QL 2 Y o .,w\ﬁn.eL o A@D:L:&@V
A L3y A 0370 -SH19S
oy opuice
> O>(>
A b A 0TI S}(9ess

ﬁ@\uﬂ %v OLCSWLI.

ODQ.r_.co\u om;ﬂl






