
Esercizio

Dato il sistema nonlineare a tempo continuo

{

ẋ1(t) = x1(t)[ ln (x2(t)) − 1] + eu(t)
− 1

ẋ2(t) = (1 − e) x1(t) + [x2(t) − 1][x2(t) −
1

2
u2(t) + α]

nel qualeα è un parametro reale:

1. Determinare i punti di equilibrio del sistema quandou(t) = 0, ∀t.

2. Discutere la stabilità di almeno due punti di equilibrio al variare del parametroα.

Soluzione

Domanda 1.

Il sistemaè nella forma

ẋ(t) = f(x(t), u(t))

dove

x(t) =

[

x1(t)
x2(t)

]

, f(x, u) =

[

x1[ ln(x2) − 1] + eu
− 1

(1 − e) x1 + (x2 − 1)(x2 −
1

2
u2 + α)

]

Si osservi innanzi tutto che, affinché il logaritmo sia definito, deve risultarex2 > 0. Per determinare i

punti di equilibrio del sistema quandou(t) = 0, si risolve il sistema

0 = f(x, u)

cioè
{

0 = x1[ ln(x2) − 1] + eu
− 1

0 = (1 − e) x1 + (x2 − 1)(x2 −
1

2
u2 + α)

conu , ueq = 0. Si ha dunque

{

x1[ ln(x2) − 1] = 0
(e − 1)x1 = (x2 − 1)(x2 + α)

La prima equazione ha soluzionix1 = 0 ex2 = e.

x1 = 0

Sostituendox1 = 0 nella seconda equazione, si ha

(x2 − 1)(x2 + α) = 0
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che ha soluzionix2 = 1 e x2 = −α. Dato che deve esserex2 > 0 affinch́e il logaritmo sia definito, la

seconda soluzione esiste perα < 0. I punti

xeq,1 =

[

0
1

]

, xeq,2 =

[

0
−α

]

sono dunque punti di equilibrio del sistema.

x2 = e

Sostituendox2 = e nella seconda equazione, si ha

(e − 1)x1 = (e − 1)(e + α)

che ha soluzionex1 = e + α. Il punto

xeq,3 =

[

e + α

e

]

è dunque un punto di equilibrio del sistema.

Domanda 2.

Calcoliamo la matrice jacobiana dif rispetto ax:

∂f

∂x
(x, u) =





ln(x2) − 1
x1

x2

1 − e 2 x2 −
1

2
u2 + α − 1





Consideriamo il punto di equilibrio(xeq,1, ueq). Abbiamo:

Alin,1 =
∂f

∂x
(xeq,1, ueq) =

[

−1 0
1 − e 1 + α

]

La matriceAlin,1 è in forma triangolare inferiore, per cui i suoi autovalori coincidono con gli elementi

sulla diagonale:

λ1 = −1

λ2 = 1 + α

• Seα < −1, allora risultaλ1 < 0 eλ2 < 0, e si conclude che il punto di equilibriòeasintoticamente

stabile.

• Seα > −1, allora risultaλ1 < 0 eλ2 > 0, e si conclude che il punto di equilibriòe instabile.

• Seα = −1, allora risultaλ1 < 0 eλ2 = 0, e applicando il metodo della linearizzazione non si può

concludere nulla sulla stabilità del punto di equilibrio.
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Consideriamo il punto di equilibrio(xeq,2, ueq), conα < 0. Abbiamo:

Alin,2 =
∂f

∂x
(xeq,2, ueq) =

[

ln(−α) − 1 0
1 − e −(1 + α)

]

La matriceAlin,2 è in forma triangolare inferiore, per cui i suoi autovalori coincidono con gli elementi

sulla diagonale:

λ1 = ln(−α) − 1

λ2 = −(1 + α)

• Seλ1 < 0 e λ2 < 0, si pùo concludere che il punto di equilibriòe asintoticamente stabile. Ciò si

verifica per valori diα tali che

ln(−α) − 1 < 0 ⇒ ln(−α) < 1 ⇒ 0 < −α < e ⇒ −e < α < 0

−(1 + α) < 0 ⇒ 1 + α > 0 ⇒ α > −1

Entrambe le condizioni sono verificate per−1 < α < 0.

• Seα < −1, allora risultaλ2 > 0, e si conclude che il punto di equilibriòe instabile.

• Seα = −1, allora risultaλ1 < 0 eλ2 = 0, e applicando il metodo della linearizzazione non si può

concludere nulla sulla stabilità del punto di equilibrio.
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