Esercizio

Dato il sistema nonlineare a tempo continuo

(1)
o(t)

nel qualen € un parametro reale:

21 (t)[In (w9(t)) — 1] + e*® — 1 X
(1= e)ar(t) + [wa(t) = Ulea(t) = 5 () + 0

1. Determinare i punti di equilibrio del sistema quande) = 0, V¢.

2. Discutere la stabikt di almeno due punti di equilibrio al variare del parametro

Soluzione

Domanda 1.
Il sistemaé nella forma

dove
1 (t) zi[In(zy) — 1] +e* — 1

t) = ) ) - 1

x(?) [ xo(t) } fx,u) [ (l—e)x1+(x2—1)(x2—§u2+a)

Si osservi innanzi tutto che, affinehl logaritmo sia definito, deve risultare > 0. Per determinare i
punti di equilibrio del sistema quandgt) = 0, si risolve il sistema

0= f(x,u)

cioe
0=xz[In(xg) — 1] +e* =1
1
0= (1—6)1}1+<I2— 1)(1‘2 — §U2+Oé>
conu = u,, = 0. Si ha dunque

{ 21[In(as) — 1] = 0

(e —1xy = (g — 1)(22 + )

La prima equazione ha soluzianj = 0 exy = e.

Sostituendar; = 0 nella seconda equazione, si ha

(xg — 1)(za+a) =0



che ha soluziont; = 1 exy = —a. Dato che deve esseig > 0 affinche il logaritmo sia definito, la
seconda soluzione esiste pek 0. | punti

0 0
Xeq,l = 1 ) Xeq,2 = —a

sono dunque punti di equilibrio del sistema.

Sostituendar; = e nella seconda equazione, si ha
(e—1Dzy=(e—1)(e+ )

che ha soluzione; = e + a. Il punto

e+«
e []

e dunque un punto di equilibrio del sistema.
Domanda 2.
Calcoliamo la matrice jacobiana dirispetto ax:

af ln(l'Q)—l ﬂ
—(x,u) = T2
Ox 1—e 2x2—§u2+a—1

Consideriamo il punto di equilibri@x., 1, ue,). Abbiamo:

of -1 0
Ajing = &(Xeq,lvueq) - [ l—e 1+« 1

La matriceA;;,, ; € in forma triangolare inferiore, per cui i suoi autovalasircidono con gli elementi
sulla diagonale:

A =—1
=14+«

e Sea < —1, allorarisulta\; < 0 e\, < 0, e si conclude che il punto di equilibreoasi ntoticamente
stabile.

e Sea > —1, allorarisulta\; < 0 e\, > 0, e si conclude che il punto di equilibriminstabile.

e Sea = —1, allorarisulta\; < 0 e\, = 0, e applicando il metodo della linearizzazione non % pu
concludere nulla sulla stab#itdel punto di equilibrio.
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Consideriamo il punto di equilibri@x., 2, u.,), cona < 0. Abbiamo:

_of | In(—a) -1 0
Alz‘n,Q = &(Xeq,% ueq) - 1—e¢ _(1 + Oz)

La matriceA;;,, » € in forma triangolare inferiore, per cui i suoi autovalasircidono con gli elementi

sulla diagonale:

A =In(—a) —1
)\2 B —(1+a)

e Se)\; < 0e); <0, sipw concludere che il punto di equilibriasintoticamente stabile. Cio si

verifica per valori dir tali che

In(—a)—1<0 = In(-a)<l = 0<-a<e = —-e<a<0

—-1+a)<0 = 1+a>0 = a>-1
Entrambe le condizioni sono verificate pet < a < 0.
e Sea < —1, allorarisulta\, > 0, e si conclude che il punto di equilibriinstabile.

e Sea = —1, allorarisulta\; < 0 e\, = 0, e applicando il metodo della linearizzazione non s pu
concludere nulla sulla stab#itdel punto di equilibrio.



