Eserciziol

Si consideri il sistema meccanico riportato in Figura 1,eday e m, sono le masse dei carrelti, e 2,
sono le rispettive posizionk; e k, sono i coefficienti elastici delle molle,@¢e un coefficiente d’attrito
viscoso0. Siano inoltre, e u, le forze esterne agenti rispettivamente sulle masse m..
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Figura 1

Si scriva un modello del sistema in forma di stato, consia@oacome uscite la posizione del centro di

massa del sistema, e la velacdella massaus,.

Soluzione

Si scrive il Secondo Principio della Dinamica per entrangmasse:

miZ = —kiz1 + B(%2 — Z41) +

. . . 1
MaZy = —kozo — (22 — 21) + ug @)
Le (1), riscritte in forma normale, diventano:
21 = —:;—1121 — milZl + W%ZQ + leul (2)
Z2 = T,%Zl - %22 - m%z"g + m%ug
Si vuole trovare una rappresentazione del sistema in forrstat del tipo:
x=Ax+ Bu
y=Cx+Du (3)
doveu = [uy uz |7,y = [y1 y2 ]* con:
Yy = Mz + Ma2y (posizione del centro di massa)
my + my . (4)
Yo = %o (velocita della massa,)



e lo statox deve essere definito in maniera opportuna. Si ponga:

x 21

T2 A 21
X = g

xs3 zZ2

Xyg 29

(ossia, nello stata si mettano posizione e veloaitli entrambe le masse).
Utilizzando la (5) e le (2) si ha:

$'1:Z"l:0'1‘1—|—1'$2+0'$3+0'$4+0'U1+0'U2
$'2:2:1:—:1—11[[1—%$2+0-$3+%$4+%U1+0'u2

J',‘3:Z"2:0'$1+0'$2+0'l‘3+1'I4+O'U1+O'U2

. 3 k J¢] 1
Ty =172 =0 214+ Zw0 — (203 — =g + 0wy + -

da cui si ottengono le matricl e B:

0 1 0 0 0 0
kB B 1

A — mi mi 0 mi , B — mi O

0 0 0 1 0 0

0 B _k _B 0o L

mo mo mo m2

Per quanto riguarda I'equazione di uscita, utilizzandaes{ ha:

zal l’1+0'1’2—|— e x3+0-x4+0-u1+0-u2

Y1 = mi1+mo mi+ma2

Yr=0-2;+0-294+0-23+1-24+0-u; +0-uy

da cui si ottengono le matrici' e D:

m_ g _ma ) 00
— mi1+m mi+m —
“=1"0" o 1021]’D {00}

(®)

(6)

(7)

(8)

(9)



Esercizio 2

Si consideri il sistema autonomo a tempo discreteg (R?):

0 2 0
x(k+1) = | =2 o1 (1) x(k) £ Ax(k)

9 11

2 2

yk) = [2 0 —1]x(k) = Cx(k)

1. Elencare i modi del sistema.

2. Si calcoli la risposta libera(k) = C A*x, con condizione inizialey = [ 0 0 2 7. Si calcoli
inoltre il limite klim y(k), se esiste.

Soluzione
Il polinomio caratteristico della matricé é:
1
pa(N) = detA ] — A) = (A = 5) (¥ + 4) (10)

Gli autovalori diA sono dunquée\; = % Ao = 27, €3 = \; = —2). La matriceA ha tutti autovalori
distinti, dunquee diagonalizzabile. Tuttavia, dato che e A3 sono complessi, la forma diagonaleAli
none reale. Si cerca quindi una forma diagonale reale a blodchi @perando una riduzione a scala

della matriced — \; I, si ottiene:

-5 2 0 1 -4 0
A-MNI=| -2 -2 0|—=1]0 1 0 (11)
-2 -1 0 0 0 0
Il corrispondente sistema lineare omogeneo con equazioni:
T — 41‘2 =0
ha soluzioni Attenzionelll sistemae in tre incognite, anche sg non compare nelle equazioni):
Ty = 0
I3 =
cona € R parametro arbitrario. Dunque, scegliende- 1:
ker(A - 1) = £] } (14)

0

0

1
———



Analogamente, operando una riduzione a scala della matriee\, I, si ottiene:

-27 2 0 1 57 0
A—XI=| -2 =25 0 - 101 -1 (15)
1
-2 -3 -2 00 O
Il corrispondente sistema lineare omogeneo con equazioni:
1+ J X9 = 0
Ty — T3 = 0 (16)
ha soluzioni:
Ty = —Q)
Tg = (¥ (17)
I3 =
cona € C parametro arbitrario. Dunque, scegliende- ;:
1
ker(A — M\ 1) = c{ 5 } (18)
J
N——
Si scompongas nelle sue parti reale e immaginaria:
1 0
Vo = Vgl) —|—jV§2) dove Vgl) =10 e v§2) =11 (19
0 1

Costruendo la seguente matrice di cambio di coordinate spHaio di stato:

010
T=lv v @ ]=|001 (20)
1 01

e scrivendo\, = 05 + Jws CONoy = 0 e wy = 2, risulta:

i M| 00 510 0
A=T"AT = 0] 0o w |=]|0]0 2 (21)
0 —Wo 02 01—-2 0
Dunque, scrivendo ancora = M, e’% conM, =2 e, = 5, Siha:
B I 0 G 0
AP =170 [ Mfcos(kfy) Misin(kbz) | = | 0 | 2Fcos(k3) 2Fsin(kD) (22)
0 | —M¥ysin(kly) M cos(kbs) 0 |—2"sin(k%) 2"cos(k%)

| modi del sistema sono tutte le funzioni che compaiond/inquindi:

<§> , 2 cos(k§), 2 Sm(k§)
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Per il calcolo della risposta libera, si ha:

~ k
y(k) = CArxy = CTAFT'x, = —2(%> (23)

Per evitare il calcolo di’~! in (23), il prodotto7 ~'x, pud essere ricavato direttamente esprimerglo
come combinazione lineare dei vettori vi"” ev{”:

Xo = V] + agvél) + @3V§2) (24)
Il sistema lineare risultante:
g — 0
g = 0 (25)

Oél—I—Oég:Q

ha soluzionev; = 2, as = a3 = 0. Dunque:

aq 2
T_1X0 = (6] = 0 (26)
Qs 0
Infine:
klim y(k)=0 (27)



Esercizio3

Dato il sistema nonlineare a tempo continuo:

determinare i punti di equilibrio quanda(t) = —1 e discuterne la stabifit Per ciascun punto di

equilibrio, riportare le matrici;;, e B;;, del corrispondente sistema linearizzato.

Soluzione

Il sistemaée nella forma:

X(t) = f(x(t), u(t)) (28)
dove:
[ m() |2l +a3+u
s =| 20 = | 29)
Per determinare i punti di equilibrio del sistema quandg = —1, si risolve il sistema:
cioe: .
ri+r;+u=0
T1+ Ty = 0 (31)
conu £ u,, = —1. Si ha dunque:
2 2
ri+a5=1
1 +x9=0 (32)
Sostituendar; = —x4, ottenuto dalla seconda equazione, nella prima equazotreya:
1
2 —_ -
=3 (33)
che ha soluzionty, = i\/ii, e quindix; = HF\/%- | punti di equilibrio del sistema quanddt) = —1,
sono:
_ 1 1
Xeq,l = 1\/§ y Xeg2 = _\{5 (34)
V2 V2
Calcolando le matrici:
8f . 21’1 2!132 (9f . 1
8_13(X7 U) — |: 1 1 ) %(X, U) 1o (35)



e valutandole nei punfix., 1, te;) € (Xeq,2, Ueg), Si OtteNgono le matrici dei sistemi linearizzati rich&@st
Si ha:

of

Alin,l = _(Xeq,laueq) = |:

V2 V2 } of
Ox ’

1
11 Buin = 5 (ea teq) = { 0 }

of V2 =2 of 1
Alin,Z = %(Xeq,%ueq) = |: 1 1 ) Blin,Z = %(Xeq,%ueq) = 0
Per lo studio della stabifitdei punti di equilibrio, essendo il sistema a tempo comtjisustudia ilsegno
della parte reale degli autovalori dei sistemi linearizzhpolinomio caratteristico della matricd;;,, ;
e:
A=A+ V2)A—1) = V2 =X+ (V2-1)A—2V2 (36)
Il polinomio p;(\) ha coefficienti di segno discorde, e quindi ha almeno unaceadon parte reale
positiva. Il punto di equilibriqx., 1, u.,) risultainstabile 1l polinomio caratteristico della matricéy;,, »
e:
p2(N) = (A= V2)A=1) + V2 =2 - (V2+ 1A +2V2 (37)
Il polinomio py(\) ha coefficienti di segno discorde, e quindi ha almeno unaceadon parte reale
positiva. Il punto di equilibriqx., 2, u.,) risultainstabile



Esercizio 4

Si consideri il sistema meccanico riportato in figura, déye la massa del carrellg; e k, sono i coef-
ficienti elastici delle molleg ¢ il coefficiente di attrito delle ruote con il terrenoy @ una forza esterna.
La posizione del carrell@ indicata cony. Le molle sono fissate a distanZa e L,, rispettivamente,

dall’origine del sistema di riferimento.

1. Scrivere I'equazione dinamica del sisterBaggerimentol’allungamento della moll&; e L, +v,
mentre I'allungamento della molfe, € L, — y. La forza di attritoe proporzionale alla velogity

del carrello.
2. Scrivere un modello del sistema nella forma di spazioatost
(t) = Ax(t) + Bu(t) + F,
dovez(t) = [ y(t) (t)|", e il vettoreF tiene conto di eventuali termini di forzamento costanti.
3. E’il sistema asintoticamente stabile per tutti i valorj ko, 5, M > 0?

Si considerino i seguenti valori per i parametri del sistema = 2 Kg, k; = 3 N/m, k; = 7 N/m,
(5 = 4 Ns/m.

4. Elencare i modi del sistema.

5. Ponenda: = ky Ly — ko Lo, determinare I'evoluziong(t) della posizione del carrello a partire

dalla condizione iniziale;, = [ 1 — 1]".

kl kQ
/
W — ., (A
U—™ E —__,—"ﬁ
e e e e
—L1 O ZIJ 1;2



Soluzione

Domanda 1.
L’equazione dinamica del sisterea

My = —ki(Li+y)+ko(Ly—y)— By +u
= _<k1 + kQ) Yy — By + u + (k2L2 — lel)

Domanda 2.
Definendo
_ | 7y Yy
X2 Y
si ha
T1=Yy = T
. . k1 4+ ko g . 1 koLo — k1L
S VAR A VE A VA VA
_ itk B 1 Rl =kl
- M Y MTPT M M

da cui si ottiene un modello del sistema nella forma di spdigtato

(t) = Az(t) + Bu(t) + F

ponendo
0 1 0 0
A= _klj\zkz _%] , B= %] ., F= %(kQLQ_lel)]
Domanda 3.
Il polinomio caratteristico della matricé e
pa(h) = X2 4 Loy PR

Dato checondizione necessaria e sufficiente affinain polinomio di secondo grado abbia tutte le
radici con parte reale negativeg che tutti i suoi coefficienti siano di segno concordesistemae
asintoticamente stabile per tutti i valati, k5, 3, M > 0.

Domanda 4.

Sostituendo i valori dei coefficienti, si ottiene



i cui autovalori sono\; = —1+27e X\, = \i = —1 — 27 (radici dipa(\) = A2+ 2\ +5).
Posto)\; = o + jw, cono = —1 ew = 2, € notodalla teoriache esiste un cambiamento di coordirate

o223

tale che

—w o -2 —1

Risultando

ir | e7teos(wt) e“fsin(wt) | | efcos(2t) e 'sin(2t)
—etsin(wt) e’fcos(wt) | | —e'sin(2t) e fcos(2t)

i modi del sistema sone* cos(2t) ee 'sin(21).
Domanda 5.
Ponenda: = ky L, — ko Lo, 'equazione del sistema diventa

#(t) = Az(t)

per cui I'evoluzione dello stato (con condizione inizialg) & z(t) = ez, e I'evoluzioney(t) della
posizione del carrelle@
y(t) = Cz(t) = Cetlag

doveC'=[1 0 ].
La matricee*? & calcolabile attraverso la relazione

€At — TeAt T—l

Per il calcolo della matrice di cambiamento di coordiri&tsi procede calcolando un autovettore relativo
allautovalore);, cioé un vettorev # 0 tale che( A — \; I)v = 0. Dato che le due righe della matrice

1-25 1

sono linearmente dipendenti, consideriamo solo la priniazqgne:
(1 — 2])U1 + Uy = 0

Posto arbitrariamentg = 1 + 2, risultavy, = —5. Da cui

1+2 1 2
ol g o B R R

12 L 1[0 =2
r=[w “’2}:{—5 0} ’ leﬁ[ks 1}

10



Infine

y(t) = Cetlay=CTeM T ay

— [1 2] [ % }
_ %t [ cos(2t) — 2 sin(2¢t) sin(2¢) + 2 cos(2t) | { ; }
= e tcos(2t)

11



Esercizio5

Dato il sistema nonlineare a tempo discreto:

{ v1(k +1) = 21 (k) [25(k) — o] + u?(k) — 2

1 2 R
5(32(]{? + 1) = ZEI(]C) + SL’Q(]C) + Z (612(k)_1 - 1) ’ ack,

1. Determinare i punti di equilibrio del sistema quandé) = /2, Vk.

2. Discutere la stabitdiz.,; = [01]" ez = [0 —1]" al variare del parametrae, riportando
le matrici A, € By;, dei sistemi linearizzati.

Soluzione

I| sistemae nella forma
z(k+1) = f(z(k), u(k))

dove
Ty (23 — ) +u*—2 ]

1 2
T+ xo + Z (6%_1 — 1>

Domanda 1.
Per determinare i punti di equilibrio del sistema quan@) = /2, si deve risolvere I'equazione

x = f(z,u)

cioe
ry =21 (23 — ) + u® — 2
1
To = T1 + X9 + Z <€x§_1 — 1)
conu = u,, = v/2. Si ha dunque
(23 —1—a)=0
42 ( 731 1) 0
T+ - e —-1) =
!
La prima equazione ha soluziani = 0, e (sea > —1) 22 =1+ a.
Ser; = 0, la seconda equazione diventa

et —1=0
che ha soluzione? — 1 = 0, e quindiz, = +1. Due punti di equilibrio del sistema sono

0 0
Leql = 1 y  Leg2 = 1

12



Ser3 = 1 + «, la seconda equazione diventa

1
x1+1_1(€a_1)20

che ha soluzione; = — (1 — ¢*). Altri due punti di equilibrio del sistema sono dunque

L1 e L1 e
Leqs = 4 ‘ y  Legs = 4 © (Oé > —1)
V14« —V1+a«a
Domanda 2.
Calcolando le matrici
of :c% —« 21x1232 of 2
%(l‘au)_ 1 1+§$2€1‘§71 ) %(xau)_ |: 0 :|

e valutandole iz, ue;) € (Teqg2, Ueq), Si Ottengono le matrici dei sistemi linearizzati richessi ha

of l1—a 0 0 2\/2
Alinl - O (meqla ueq) 1 g ) Blinl = %(xeqlaueq) = |: 0

of l—a 0] of 22
AlinQ - O (xeq% ueq) 1 % y Blin2 = %(l’eq%ueq) - 0

. . . 3 . 3 . .
Gli autovalori della matriced;;,,; sonol — o e 3" In particolare, dato ch%‘ > 1, si conclude che il
punto di equilibrioz.,; € semprenstabileal variare dic.

. . . 1
Gli autovalori della matriced;;,,» sonol — a e 3" Dato che|

1 .
5‘ < 1, occorre discuterél — a/:
l1-—al<l & -—-1<l-a<l & 0<a<?

Si conclude che il punto di equilibrie., € asintoticamente stabileer0 < o < 2, einstabilepera < 0
ea > 2. Sea = 0 0 = 2, non si pw dire niente sulla stabifitdiz. ., utilizzando il metodo del sistema
linearizzato.

13



Esercizio6

Calcolare la risposta libera quando la condizione iniziate = [111]T per il sistema

3 -1 -1
zk+1)=|1 1 -1 1|uxz(k)
2 =2 0
Soluzione
Si deve calcolare
z(k) = Az

Per il calcolo diA*, si procede trovando gli autovalori della matri¢e Il polinomio caratteristico della
matriceA e
pa(N) 2 det(AN] — A) = A\ — 2)?

Gli autovalori diA sono dunque\; = 0 con molteplici& algebrica;, = 1, e A, = 2 con molteplicia
algebricav, = 2.

La matrice A e diagonalizzabilese e solo se, per ciascun autovalore molteplicita algebricay; e
molteplicita geometricau; coincidono. Si ricordi che la moltepliéitgeometrica di un autovalore e la
dimensione dker(A — \; I). Per I'autovalore\,, operando una riduzione a scala di Gauss-Jordan:

3 -1 —-1 1 1 -1 1 1 -1
A-MNI=]1 1 —-1|—1|0 —4 2 — (0 =2 1
2 =2 0 0 —4 2 0 0 0

risultap; = n —rangd A — A\; I) = 3 — 2 = 1. Per il calcolo di una base #ér(A — A\, I), si trova una

soluzionev; non nulla del sistema
T+ 29 — r3 = 0
—2 To+ X3 = 0

Posto arbitrariamente; = 2, risultaz, = 1 exz; = 1. Da cuiv; = [ 1 1 2 |7, Per 'autovalore\,,
operando una riduzione a scala di Gauss-Jordan:

1 -1 -1 1 -1 -1
A-XI=|1 -1 -1 | — |0 0 O
2 =2 =2 0 0 0

risultags = n —rangqA — A\ I) = 3 — 1 = 2. Per il calcolo di una base #ter(A — A2 1), si trovano

due soluzioni;, e v3 linearmente indipendenti del sistema
Ty — T — T3 = 0

14



Posto arbitrariamente; = 1 ez, = —1, risultaz; = 0. Da cuiv, = [0 — 1 1 ]. Inoltre, postarz = 0
ez, = 1, risultaz; = 1. Dacuivy =[110 7.
Dato cheu, = vy e us = 15, la matriceA e diagonalizzabile. Una forma diagonaledle

0l0 0
A=T''AT =102 0
010 2

dove
1 0 1 -1 1 1
1
T=[vi v v3]=|1 —-11 c Th=51 2 =20
2 1 0 3 -1 -1

La matriceA* & ora calcolabile attraverso la relazione

AP =T AT
dove .
0°| 0 0
1 sek=0
AF=101[2F 0 Nota: 0"7:{
00 2F 0 sek=1,2,...
Risulta
1 1 1 0* 1 0F 4 2F
w(k):Akx[]:TAkT_lxo——TAk 0 = _T 0 — Ok+2k
1 2 2k 21 9.0

15



Esercizio7

Sia dato il sistema
{ 1(t) = 23(t) + 23(t)
To(t) = x1(t) + w2(t) — u(t)
determinare i punti di equilibrio quanddt) = 0 e discutere la stabibitdei punti di equilibrio, riportando

le matrici A, € By, del sistema linearizzato.

Soluzione

Il sistemaé nella forma

dove

x(t):{xl(t)l | f(a:,u):{ xi+ 223 }

xa(t) X1+ Ty —u

Per determinare i punti di equilibrio del sistema quan@g = 0, si risolve il sistema

0= f(z,u)

cioe
0=2a?+223
OI$1+$2—U

conu = u,, = 0. Si ha dunque
23 +223 =0
{ T+ To = 0
La seconda equazione ha soluziane= —z;. Sostituendo nella prima equazione:

21 +2(—2)*=0 = 327=0

che ha soluzione; = 0, e quindiz, = 0. L'unico punto di equilibrio del sistema

ra= o

ox "’ 1 1 o Ou -1
e valutandole ir{z.,, u.,), Si ottengono le matrici del sistema linearizzato rictéest ha

i (oo _of |0
Alin - 8_x(xeqaueq) - [ 1 1 :| ) Blin — %(xemueq) - |: -1 :|

Gli autovalori della matricel;;,, sono0 e 1. In particolare, dato che esiste un autovalorédgj con parte

Calcolando le matrici

reale positiva, si conclude che il punto di equilibtiq,, u.,) € instabile

16



Esercizio 8

Si consideri il sistema lineare a tempo continuag(IR?)

k0 -1 1
w(t) = | =1 =2 3+k |x@t)+ | 0 | ut)= Azx(t) + Bu(t)
1 0 k 0

yit) = [1 0 =1 ]z(t) 2 Cux(t)

nel qualek € un parametro reale.

1. Studiare la stabilit e i modi propri del sistema al variare del paramétro R.

2. Assumendo ingresso nullo, determinare per quale vaioteddR e per quali condizioni iniziali

zo = [ a 3+ ]* si hanno soluzioni periodiche (non identicamente nulle)doita.

Soluzione

Il polinomio caratteristico della matricé e
pa(A) Zdet(AN] —A) = (A +2) (AN =2k A+ K2+ 1)

Gli autovalori del sistema sono dunque

A= -2
X=k+7
)\3:>\§:/{?—]

Dallo studio del segno della parte reale degli autoval@ulta che il sistema
e asintoticamente stabilgek < 0;
e stabilesek = 0;

e instabilesek > 0.

| modi propri del sistema sono 2! (relativo all'autovalore realg;), e** cos(t) e e¥sin(t) (relativi agli

autovalori complessi e coniugats e \3).
Domanda 2.
Il sistema ha modi periodici de= 0. Per tale valore dk risulta

0 0 -1
A= -1 -2 3
10 0



e gli autovalori del sistema sono

)\1:—2
)\2:]
/\3:/\§:—j

L'uscitay(¢) in funzione della generica condizione inizialgé data dall’espressione
y(t) = CeMag=C(TeM TV my= (CT)e™ (T x0)

Calcoliamo la matrice di cambio di coordinafte

Per I'autovalore\;, operando una riduzione a scala di Gauss-Jordan:

2 0 -1 1 0 2 1 0 2
A-M\I=| -1 0 3 — 100 -5 —|001
1 0 2 00 5 000

otteniamo il sistema omogeneo
r1 + 25(73 =0
r3 = 0

nelle incognitex, x> € x3 (Si 0sservi cher, hon compare esplicitamente nelle equazioni), dal quale
ponendo arbitrariamente = 1 si ottiene I'autovettore

V1 = 1

0

Per I'autovalore\,, operando una riduzione a scala di Gauss-Jordan:

—J 0 -1 1 0 —J
A—XI=| -1 -2—3 3 | — |0 —(2+4+y) 3—y
1 0 - 0 0 0
otteniamo il sistema omogeneo
ry—jyx3 = 0

—2+g) 12+ @B -2 = 0

nelle incognitex;, x; € x3, dal quale ponendo arbitrariamente = 2 + ; si ottienex, = 3 — j e

x1 = —1 + 29, e infine 'autovettore
—1+2 -1 2
Vg = 3—17 =1 3 | +y| -1
2+ 2 1
N——
vgl) véQ)

18



La matricel & data da

0 -1 2
T:[Ul‘v;) U§2)]= 1 3 -1
0 2 1
e ad essa corrisponde la matrice
) -2/ 0 0]
A=T1AT=| 0] 0 1
0|—-1 0]
per la quale
) e 0 0
et = 0 | cos(t) sin(t)
0 | —sin(t) cos(t) |
Inoltre
1 1 -1
T'=| -t 0 2
2 1
5 0 3
Dunque
y(t) = (CT)e™ (T )
e—2t ‘ 0 0 o+ ﬁ -
= [0 =3 1] 0 | cos(t) sin(t) —ta+2y
0 | —sin(t) cos(t 2 1
(1) coslt) | | 20414
1 2 . 2 1 .
= |—zo + =7 [—3 cos(t) — sin(t)] + e + il [—3sin(t) + cos(t)]

= (a—7)cos(t) — (a+ ) sin(t)

L'uscitay(t) & periodica e non identicamente nulla a meno che

a—vy=0

aty=0,
cioe o« = 0 ey = 0. Dunque il sistema ha soluzioni periodiche non identicamenlle in uscita per
k = 0 e per ogni condizione iniziale, tale che(«, v) # (0,0).
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Esercizio9

Dato il sistema nonlineare a tempo discreto

r1(k+1) = 21(k) Inag (k) + ™ — 1
{ ok +1) = (1 —e) x1(k) + [z2(k) — 1][x2(k) — %uz(k) + o + z5(k)

nel qualen € un parametro reale:
1. Determinare i punti di equilibrio del sistema quandé) = 0, V.

2. Per ciascun punto di equilibrio determinato al punto dontare le matricid;;,, e By, del corri-
spondente sistema linearizzafod R?, @ € R)

F(k+1) = Ay, @ (k) + B a(k)

3. Discutere la stabilt del punto di equilibrioc.,; = [0 1 ]T al variare del parametra; discutere

inoltre la stabilit degli altri punti di equilibrio petv = —e.

Soluzione

Domanda 1.
Il sistemaé nella forma

z(k+1) = f(x(k), u(k))

dove
1 (k) z1Ilnzy +e* —1

x(k):{xz(k)} ’ f<x7u):[(1—6)951—|—([E2—1)($2—%U2+O¢)+9§2

Si osservi innanzi tutto che, affinehl logaritmo sia definito, deve risultarg > 0. Per determinare i

punti di equilibrio del sistema quandgk) = 0, si risolve il sistema

x = f(z,u)
cioe
{ vy =x;Inzy +e*—1

1
xQ:(l—e)x1+(x2—1)(x2—§u2—|—a)+:172

conu = u,, = 0. Si ha dunque

{ z1(lnze —1) =0
(e — 1)z = (23 — 1)(22 + )
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La prima equazione ha soluziani = 0 exy = e.

Sostituenda:; = 0 nella seconda equazione, si ha
(xg — 1)(z2+a) =0

che ha soluzioni, = 1 exy, = —«a. Dato che deve esserg > 0 affinche il logaritmo sia definito, la
seconda soluzione esiste pek 0. | punti

0 0
Leg1 = 1 ) Leg2 = —a

sono dunque punti di equilibrio del sistema.

Sostituenda, = e nella seconda equazione, si ha
(e =1z =(e—1)(e+a)

che ha soluzione; = e + «. Il punto

e+«
1]

e dunque un punto di equilibrio del sistema.
Domanda 2.
Calcolando le matrici

Inx l

2 - u

OF (1, u) — e T
Oz 1—e 2x2—§u2+o¢ du —(z2 = Du

e valutandole nei puntice, 1, teq), (Teq2, Ueq) € (Teq,3, Ueq), Si OttENGONO l€ Matrici dei sistemi lineariz-
zati richieste. Si ha

of 0 0 %) f 1
Alin,l — %(xeq,la ueq) 1l—e 2 + o :| 3 Blin,l - a xeq 17ueq |: 0 :|
of In(— 0 s, f 1
Alzn 2 %(ajeq 2 ueq) 1(_ 6) —a :| ) Blin,Q a xeq 2 ueq |: 0 :|
- +a
0 1 0 1
Alin,S 8£ (:Beq 3 ueq) 1 9 i_ ’ Blin 3 a_f(xeq 3 ueq |: 0 :|
— € e [0
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Domanda 3.
Essendo il sistema a tempo discreto, si studimaldulodegli autovalori dei sistemi linearizzati. Gli
autovalori della matricel;;,, ; sono0 e 2 + «. Occorre dunque studiare quandet | < 1. Si ha:

2+al<l & —-1<2+a<l & —-3<a<-1

Segue che il punto di equilibrie., 1, u.,) €asintoticamente stabilse—3 < o < —1 (tutti gli autovalori
di A;,1 hanno modulo< 1); instabilesea < —3 0 o > —1 (esiste un autovalore di;;,, ; con modulo
> 1), mentre nulla si ptidire se = —3 0 a = —1 (il sistema linearizzaté marginalmente stabile).

Pera = —e, i punti di equilibrioz,, » € z., 3 coincidono, infattic.,» = z.,3 = [ 0 e ]. Gli autovalori
1
1—e
punto di equilibrio(z., 2, u.,) €instabile

. 0 . . .
della matriceA;;,, » = . sonol ee. Esistendo un autovalore di;, » con modulo> 1, il
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Esercizio 10

Si consideri il sistema a tempo discreto

1 «
ri(k+1) = —5:101(1{:) + w20 + u(k)

nel qualer(k) = [ (k) z2(k) |7 € lo statou(k) € l'ingresso gy(k) & l'uscita.

1. Assumendai(k) = 0, YV k, calcolare gli stati di equilibrio del sistema al variard garametro

a € R.
2. Discutere la stabilit dei punti di equilibrio calcolati al puntd ).

3. Assumendax = 0, calcolare la risposta libera del sistema nell'usgit&), relativa allo stato

inizialexo = [0 —1]7.
Soluzione

Domanda 1.
Il sistemaé nella forma

z(k+1) = fz(k), u(k))

dove )
z1(k) gyt
z(k) = ll"?(k) } . flzyu) = 2
T — §I2

Si osservi innanzi tutto che, affineha funzionef sia definita, sex # 0, deve risultare:, # 0. Inoltre,
sea = 0, il sistemae lineare. Per determinare i punti di equilibrio del sistema quangk) = 0, Si

risolve il sistema

x = f(z,u)
cioé
1 Q
rn=—zx1+—+u
2 T2
1
To = 1 — 51’2
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conu = u,, = 0. Si ha dunque

3 «
— —— =0
23:1 )
331—51’2:0

Sea = 0, dalla prima equazione si trovga = 0, e quindiz, = 0 dalla seconda equazione. In questo

casor., = { 8 } e dunque I'unico punto di equilibrio del sistema.

. ) 3 . . e 9
Sea # 0, dalla seconda equazione si troma= 3 T, € sostituendo nella prima equazione = 1 T,
o)

: 4 : .
da cui| 23 = 5ot Si hanno due casi:

e Sea < 0, 'equazione non ha soluzione. Quindi il sistema non haiglirgquilibrio.

. . 2 2 . . 3 .
e Sea > 0, 'equazione ha soluzioni, = 3 Voaers = —3 V. Sostituendo i, = 5 T9, Sl trova
che i punti
Va —/a
e = 2 5 e = 2
Leg,1 g \/a Leq,2 _g \/a

sono i punti di equilibrio del sistema.
Ricapitolando:
e Sea < 0, il sistema non ha punti di equilibrio.
e Sea = 0, il sistema ha un unico punto di equilibriq,.
e Sea > 0, il sistema ha due punti di equilibria., ; €z 2.

Domanda 2.

Lo jacobiano dif rispetto az risulta

1 o
of _ | 2 a2
%(x,u) . _f
2
Sela = 0], siha
1
of |3 0
%(xeqvuaﬂ 1 1
2
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i cui autovalori sono\; = Ay = —3 Dato che|\;| < 1, ¢ = 1,2, il punto di equilibrio(z.,, u.,) €

asintoticamente stabile

Sela > 0], siha

1 9
of -5 7
—(IIZ'@ 1, Ue ) = 2
(9.1' e 1 1 _i
2
- , 1 3 1 3 . . . A
I cui autovalori sono\; = —3 + 5 el = —5 ) Dato cheg\;| > 1, = 1,2, il punto di equilibrio

(Teq1, Ueq) €iNstabile L'analisi e identica per il punto di equilibriQe., 2, u.,).

Domanda 3.

Quandox = 0, il sistemae lineare Esso po essere scritto nella forma

1

rk+1) = 2 z(k) + [ 0

1
L =3
yk) = [1 =17 a(k) 2 Ca(k)

} u(k) £ Ax(k) + Bu(k)

Dobbiamo calcolare la risposta libeyék) = C' A* z.

La matrice A e in forma triangolare inferiore, e i suoi autovalori coohmno con gli elementi sulla
diagonale. Risulta che la matriceha un solo autovalorg; = —% con molteplicit algebricau; = 2.
Calcoliamo la molteplica geometricav;.

0 0

} = rangqA—\I)=1
Da cui
vy =dim(ker(A— M\ I))=n—rangdA -\ 1) =2—-1=1 = 1y =1<2=y

La matriceA noné diagonalizzabile, ma solo jordanizzabile.

e Autovettorev; relativo a\;

Dobbiamo determinare una soluzione non nultkel sistema omogenéel — \, I)v = 0. Essendo

0 0
= [00]

si ha

0=0 sempre verificata
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Posto arbitrariamente, = 1 (il sistemae in due incognite, anche 3¢ non compare nelle

_n

Dobbiamo determinare una soluzionéel sistema non omogenéd — A\, I)v = v;. Si ha

equazioni), abbiamo

e Autovettore generalizzato, relativo a\;

0=0 sempre verificata

Ulz]_

Posto arbitrariamente, = 0 (il sistemaé in due incognite, anche 3¢ non compare nelle

b

La matriceT si costruisce nel seguente modo:

equazioni), abbiamo

e quindi

e [ ()" k(=) ]

Per evitare di invertird, il vettorez, = T~'x, si ricava risolvendo il sistema linea¥éz, = x,. Si ha

Z9 = 0
21 = -1
Quindi,
] -1
70 — 0
Ritornando al calcolo dj(k):
y(k) = CA*zy=(CT)AFz
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Esercizio 11

Un sistema massa-molla-smorzateérdescritto dall’equazione differenziale

M(t) + By(t) + Ky(t) = u(t)

nel qualey(t) rappresenta la posizione della massa all'istarge.(t) € la forza esterna applicata alla
massa. |l valore della mas&al = 1, mentre i valori della costante elastiéa della molla e del
coefficiente d’attritg? sono incogniti ¢ > 0, K > 0).

1. Determinare una rappresentazione di stato del sistemangeessou(t) e uscitay(t), e le corri-
spondenti matrici, B, C e D.

2. Assumend@ = 2, studiare i modi propri del sistema al variare/di> 0.

Soluzione

Domanda 1.
L'equazione del sistema (M = 1)

Definendo lo stato come

Si ottiene
T =9y = X2
iy =y=-Ky—py+u=—Kr—fra+u
Y=o
da cui
i) = | _15] 2(t) + { (1)] u(t) 2 Ax(t) + Bu(t)
y(t) = [1 0]a@2Ca(t) (D=0)
Domanda 2.

Quandog = 2, il polinomio caratteristico della matricd & ps(\) = A? + 2)\ + K, per il quale
A = 4(1 — K). Si distinguondre casi
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. A>0,cioé0<K<1\

La matriceA ha due autovalori reali distinfi; = -1 ++v1 - K el = -1 — /1 — K. | modi
del sistema sone*t ee?2t.

. A:(),cioéKzl\

La matriceA ha un unico autovalore realg = —1 con molteplici& algebrica 2 e molteplicit
geometrica 1. | modi del sistema so#1d et e.

o |[A<0,CiRK >1]

La matrice A ha una coppia di autovalori complessi e coniugati= —1 + /K —1 e X\, =

—1—5v/K — 1. I modi del sistema sone* sin (VK — 1t) ee ' cos (VK — 1t).
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