I Prova in Itinere di Fondamenti di Automatica 09.06.2005

Candidato: N. Matricola:

Esercizio 1

Si consideri il sistema a tempo continuo descritto dalle equazioni differenziali:

291(1) =91 (t) +y1(t) —3y2(t) = 2ui(t) — ual(t)
Bt () +2(0) =~ us(t),

dove y; e yo sono le uscite, e u; e ug sono gli ingressi del sistema. Si determini un modello

del sistema nella forma di spazio di stato:
x(t) = Ax(t)+Bu(t)
y(t) = Cx(t)+Du(l),
definendo in maniera opportuna lo stato x(t), il vettore degli ingressi u(t) e il vettore delle
uscite y(t).
Esercizio 2

Dato il sistema lineare a tempo discreto:

x(k+1) = [ _; _i ] x(k),

determinare una condizione iniziale x(0) # 0, se esiste, per cui lo stato va a zero in un numero

finito di passi (cioe x(k) = 0 per qualche k).

Esercizio 3

Si consideri il sistema lineare autonomo a tempo continuo x(¢) = A x(t), dove:

_3 _1
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| 1.2 2 1.2
A= sa° a 1 sa
1 _3

) 0 2

e a € R & un parametro.
1. Si studi la stabilita del sistema al variare del parametro a € R.
2. Postoa =1:

(a) Determinare i modi del sistema.
(b) Calcolare tlim x(t), dove x(t) ¢ la risposta libera del sistema con la condizione
iniziale x(0) =[ 3 0 1 |7,

(c) Determinare 'insieme delle condizioni iniziali x(0) per cui tlim |x(t)|| = 0.
—00



Esercizio 4
Sia dato il sistema nonlineare a tempo discreto:

z1(k+1) = 22(k)zo(k) + au(k)z (k)
ok +1) = 1 xo(k) + 3u(k),

O |

dove a € R & un parametro.
1. Determinare i punti di equilibrio del sistema quando u(k) = 1, Vk.

2. Per ciascun punto di equilibrio determinato al punto 1, riportare le matrici Ay, e By,

del corrispondente sistema linearizzato.

3. Discutere al variare di « € R la stabilita dei punti di equilibrio determinati al punto 1.
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Eserczio 2. @

Il sistems e nella forma -

x (ken)z A x(k)

2
dove A[Z 4}

Il polinomio caratteristico di A e :
PAO): det (AT-A)z (An)(A-4)-4= A= 4A-A4¥% Y= A (A-5)
DUwC}Ue Sl{ autovalor{ di A SONO .
A1=0
MA2:5
Dabo che A ha tutti avtovalori dl'sh‘nt'\; essa e cj\aﬁonall\zzab{)e_.
Sia Uy un avlovetlore di' A relativo o A1 e Uy un avtovetiore di A velabivo o Az.

Allova la rsposta libera del sistema s puo scrivere nella forma -

| k k k
X(k): >\’I - (4 'U'1+ )\2' O(Z’U}_ =0 - 0(1'1)'4-’- 5k D(ZUZ
dove o1 e Kz sono le coordinate della condizione ivmiziale x (o) v '‘spetlo
alla base {2 cioe™
X (0)z A4Vt X2V |

Osservando che

1 se k=0
ok
0 se k23 ..

mentre S5 +0 perogm k (e inoltre 5% o0 per k- oo) le condizion inizialy
x(0) #0 percu lostato va a zero in un numero fiaito dv passi (in particslare,

in un Passo) Sono buﬂ:e c?uelle Per cul X17#0 e X, = O, 055ia:

x(0)= olaUs con A4#0.

Per i} calcolo di vy

/l _Z /l -2 %4:2%2:20( X" 2
- ol - X ‘Z,% :O > D(
A-2 T [_2 4 il—-—» o0 o > A 2 Ny o [9(2] [4 ]

Sommo alla seconda 32 la s16tena Omagenes @ /

pvima Mol‘hpln'cah;\ per 2 SsSocials




E sercizio D. @

Il Pa'n‘nomfo caraﬁer{s‘h‘co della ma’]‘r\‘CeA e :

3
PA(A): det ()\I“A) pud ()\" (0\2‘4)> det ( );:2)\_\’%3 > - <)\-—(Q2.4)> </\Z+3)\+z) -
3 2
SV“,VP?aﬂJo il - - <)\_ (Q2Q4)> <)\+4> <)\+2)
determinante rfspe o

alla seconda colovng

Gli aﬁova]on’ dr A sovio Jvnque:

YE QZ—’I
Az2z=4
A»z -2

ANALIS) DELLA STABILITA

o Se Q%1<0, cioe” -1<a<1, la matrice A ha tutty gl avtovalors negabivi

=> SISTEMA ASINTOTICAMENTE STABILE

e Se 6%1=0, cioe A=%1, lamstrice A ha tutt, gli aubovalory negativi eunonullo

e c’ueuo avllo 3 moHep)\*cﬁ'a‘ a[gebr\‘ca eseometrucé ujuall' (m‘ Parhw\av‘e) Pan‘a’\),

=> SISTEMA STABILE

¢ Se Q-1>0, Cioe” Ak-4 oppure @ >4, Un avtovalore di A & positivo

=> SISTEMA INSTABILE

Posto Q=1, Sl( avtovalors dv A sono:

M=0

A23-1

An=-2,
La matrice A ha fre aulovalor) distinty, ed e quindi 3*6gonahzzab~|le,
Tmodi de| s15tema sono: 4 .e,’t'l 2t

/ & . \sz\bt

-GMt 2

Ls risposts libers de| sistema pua essere scritls vella forma:

- -2t
X(£):z aVa+ € to(z’l)z+ 2,2. A Us




dove
* Vi e uUn autoveftore. dn‘A fe|atnvo a >\4 N

A oA
o Uy u = “ .o Az

o Ua o “ Ao A o~ ~ s~ A3
€ o4 oz e dly, Sono e coordinate Jl‘X(O) fl‘ﬁPetto alla base {'U'q, Va2, U'_",}, cloe :
x(0)z otaUp+ K2 Uzt 6 Uy

Per ) caleolo di Va, V2 € Us !

2

-2 5 -3 3 o 4 1 O -1 1 o -1
2
® AcMI=z|_a o 1 | |4 o -9 2 0 1] —s]0 0 4
2 2
O N Y- 1 o 23 1 o > ©c 0O 4
2 2
1 0 -1 9’(4—7’(320
= SISTEMA OMOGENED ASsociATQ -
O o o
Posts Hazd !
A1 =Ma=p M4 O
Mas => M- x| 1
My 20 Ha Q
\ oy,
Ao 1 0 1] 14 0 1 A o 1
2 2
'A-)\p_I:-g_4§->4*2"l—-*»0‘2-‘2-“—’04"
-1 0 -4 1 0 1 g 0 o O O o
2 2 J
Ha+ Hazp
" SI1STEMA OMOGENED ASSOCIATO -
Mzt 723=0
Posto M=o
HMa= a 1
N -
%Z:—’}bzx =) t * X
N> -
Hy==24= -



1 5 -1 1 O ”11 o -1
2 2
e ANl -1 2 3| —|1-4-1]—|0-9 0| __,
-2 0 2 1.0 -1 O o0
2 2 . N
Ha-Nr2 O
- SISTEMA OMOGENED ASSOCIATO-
Ha=0
POSTD 9‘(3:0(
Ha=Nx = M4 i
%2:0 => 7(7‘]': 0([ OJ
7’(3=0( 1> 1
\’\b
Dall vgug!

ranza % (o)= 0(4174'!’0(21}2-)-0(3,])3/ si'altiene 1| sistema:

A2+ KX3= 3 0(3:3‘0(2_=2>+°(4 K4z -1
0(4+ K2 =0 0(2.= -D<q P O 1
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L insieme. delle condl'zwtni mziah x (o) per cui&m Ix()l=p st oftrene
|‘mponencJ0 x1=0 nell espressione :
X ()2 da V14 € o024 2500
Dungue:
x(o)e f(vz,v5)= 2 V= X Uz+/5'173 ] o(,/&elRl

Sottospazio lineare
getnesly da vy e
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Fsercizio 4. Q

T Fun‘H d cqua“n'brn'o del sistema s) oHevBono risolvendo )l sistema:

i 2
Xaz X +A{UX

1% Xa Xy 9 =S X=€(X,M)
Xz='%Xz+5u

con U= Ueq=4 Dunolue:

2 2
X4z Xa Xz + &X4 X4 2X1a+ & X4 2% - (1-X) Xaz0
A
Xa2- 7 X2+ 2 = X223 X222, Xz2=2
X [2x-(rd]z0 (o
174 4-
X232, 2

1 puaty di eq\){,ibﬁo del sistems sovio:

0 il
|z
2 } ;o Keg2t

2

Keq,4”

Le matnci jacobiane rispetto a X e u Some:

2
2Xa X+ XU Xa %X
o
- oUu

3

1
X O 2

Matrici del sistema linearzzatlo infornoa (Xeqxl , U(eq)

X Q O
A o B - ag =
lin 2 — X:Xeq,A = . i haa~ X=Xeg,4
ox Uteq © 2 / oU um: >

Gli avtovalori di Alina somo Mz e /\a=-§. Dunciue, i) punlo di eciullibnb <Xﬂ)~4;ueq) e

o ASINTOTICAMENTE STABILE se [x|<4, cloe ~1<x<A

« INSTABILE se lx|>1, cioe” X<-1 oppure >4

Nulla s Puc; dire se |al=1 ,cloe” =¥ 1. ‘ ‘
NOTA- Si osservi che ques'ta discussione,

vale perche”

)\:i<.
IZIZ 1




Matrici del sistema linearizzato intorno a (Xeq.a, Uegq ) @

2
; - <1;oo ;S °<<42-«>
Ah'vn.z" T | XeXeqe = 1 p E’lm.z = X:Xeq,zz
M’Mu‘ O - Z “.ib(q 3

Gli avtovalori di Ajinz sono A1z2-K e Azhi, quue. il punlo di e;iui’n‘bn'o (Xeq.a, Ueg) €

* ASINTOTICAMENTE STABILE Se [2-a|< 1, cioe” 1<at< B

* INSTABILE se |2-x]>1 cioe™ <1 oppure o>23

Nulla i pus dire se |2-alz1 , Cloe” 34 oppure (=3





