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Lezione 14/06/2006 @

Dato d sistema Imeare stazionaro a +CMPO atinuvo descritto dalle equazrom' N fov“me.

d stato:

X (£ Ax(E)+ Bult)
6({:): C x(E)+Dult)

con condizione iniziale x(o):XoJ abbiama visto che ['an damerto di x(€) ¢ dato

dall espressione

+
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xE): & Xo+ f:&A z:)J'L)Dot(‘C)G‘E
>
RISPOSTA LIBERA Xp (£) RiSPOSTA FORZATA X,g(&)
(dipende da xo) (dpende da u (1))

mentre, queHo & %Ck) ¢ dato da:

<
16&): C@Atxw [ CJaA&‘T') Bul(c)dr + Dult)

- ~

RISPOSTA LIBERA U, (t) RISPOSTA FORZATA A (t)

AHDI'&W‘O anHTE 6+Udl&+b "‘QCﬂlbhﬂ. Fef !-[ CleO)O JIQ,A{; ’DAS&f@, S i@sfo\[maa‘gm' dI'
coordinate nello spazio di stato, e utilizzate per 1l caleolo dell

avisposta libera.

Come. possiamo caleolare {a visposta forzats?

1° metodp
At N
Colwlare 2 e r:)on Im"‘eﬂfa\e,
t
k-
@A{ EJE) w(z)dT (WTEGRALE DI coNVOL.uz.mue)

Q

nota l\es?mssfona Funzionale dell\l‘msr%so w (),



Esempio @

Consrderiamo il sistema

x(E)= Ax(EY+ Bulb)
%(t): C.x(l:)

L3 O
con /\=[f 2},6:[ J/C:[/r 2]
-1

/]

Voghamo cslealare |a r15posta forzata nell vscita corrispondente all Y ngresso

1 se k2
u(t)={ & =0

o altw ‘MEY)‘}‘}‘

Dobbiamo cjus'nah vslvtare I'nteguale -
t
%ﬁ(t): /C.Q/A(&“C)E)(L(C) Jr.
Q

Per la matvice A risulta

14,6, 1 -t 1€ 1 ot
AL | TR T czeeget
‘é%t-*—;-&-zt %—&t-i--—-(,z{"
Abp _ 1 £ 3 -2t
e Ce B 3etze
Dunque.
Uﬁ(} {: t
Alt-t) 1 (- ~2{t-
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Come. s vede dall'es empi, il Fro@,man‘h: PUO“ visultare anche molto elabovato. .
2% metodo

Trasformate ds Laplace.. ..



Dato il sistema lineare, staziovario a {-em!oa corhinue  descritto Ja”‘&?uaa.«oq'e @

df{&fe;;au‘ale, ovdinaria (M fovrma normale):

dn ({’. n-1
% )+0n-4 d (h)

I FETI

dy (£) _
dt -k Qna(t) by

- bu d"wlt)
gL

+ ...+ bq ‘%Azu?l-‘—bo fv((t)

voghamo calewolave |a ][Umfowe_ mco(jmfa a(t), nota /‘espressrone {Unazbwa]e.
CJIr U.Lt) & ’E’, COVICJ!IPZI‘OVHF |'n|2|‘c511,' &(o)lr da(O) ) d"_"tj 60)
e 7T

dt JEn
/]o me/‘|‘oo’0

SaPPlamo clqe’ um\eﬁuaag‘m d fﬁe(@:a[ale o‘r‘j'””aﬂ‘é e {orma normale FUo‘essere

Sewpre riscrifta fn une eguiva lorte forma di stato ofivaverso uns opportuna

definizione dello stato. ..

Sounpio

Nel casp
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Qo o A du (€) ]
Jt" ' gona "ot %%Z—— + 006((:) = boult)

deﬂnendo IO 5""&'&"0 come.
[ 4 (&)
| e

»
g (t)

dtw-’l _J

risvita

x(£)= Ax(E) + Pu(t)
6(&): CX(E)
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A= C Be C:[10....0]
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e qm‘nd{ PossIamo calcolare é({;) sthvaverso I‘esPressr'ona
.t

4 (2 Cex,r ] C AEOR L) de + Dule)

o

dove. [ a(o) T
d;iéo)
Xo= X(O) - d
dn-‘qa(c)
A dtﬂ"l |

Anche ra C)U?.S]"O cas50 )| mefodo de(rkuHam molbo elaboto

2%metodo
Trasformate di Laiolace_ ...
/L rd

}n‘l”mduclamo ovs |0 strumanto d@”eTVolSFofmé{f ) Le\p}dce,.-.




TRASFORMATE ™1 LAPLACE @

Def{m‘z.l‘one,
Dats uns funzione 6 :[0,00) — IR & definisce Trasformata Ji Laplace
(monolatera) dr 46({:), e siindica con 5([{“3)} o F(s), la fonzione,

F(e)= f ey St

dove se L2 e . L1 e detts regione di Conveqenea, ede’ [insieme degli 5@
tali che l\fnjreﬁrale esiste fimto.

NOTA - 5y osservi che F(s) e ura ﬂmame dr variable com,olessa.

Inaftve , 13 trasformata dr Laplace bilateva e definita come

Fe: ) e

Une tracformata monalatera puo” esseve VISTa Camg una Trasformats bilatera
assumendo Jé(l:)zo per t<o. Tufalfi:

Fo) [ goetdes [ goee . | (OB
-0 - v

@
Ferdne‘ 46(&):0 per t<o
{4

AW

>
6({;}:9 ?gr t<o t




Esemp{ notevol,

%(t) A

o Sr&dmo oniTavio

4 se Czo

E)=
£< ) O c"[“'ﬂ‘MWIH

La funzione Srad:‘no umtario si indica come A&E) o 5_4 (t)
S har

+ 00 o0 -5t 7 1+00
FE= [peretae: | ot [— <
O Q S o

-st -~ [ Re(®)+ < ~Be@t -4 Im@e)t
NOTA - —65 - 6[35+4Im(s)]t: B e(s) 'Q,/L m(s

N—a—
lomtato,
Pel")odl'&o

« tende a o per t>00 se Re(a)>0

x yguale 5 1 per ogni T se Re(s)=p

% tende a 0 per t>00 se Re(s)<o

Dquue, ,\I‘W!"esfale. (’.515412 ‘Fch:l'ho se e solp s5e R6(5)>O, c

e-st 00 4
F(s)- [— = —
s o S

Con ﬂ= i56 C: RC(S) >Q } (fegl'cma d com/ergé’/\ za)

ty

NOTA- La funzione Sra,de'na unttario e vhle pev defraive funzion

r)u”e, Per —C<O.,,

esenpro - La funzione,

.Q,-t se t2o
t):=
o

altvimenh

F\Jo‘es_.sere sorlﬂa ne,”a {Ofma Compalufa ‘6((3): Q:t.'ﬂ.(t>



'Y Y"&W!Pa lnheare,

t se t2o

/6(:{:): {o a|+n'men+(

= {©)=t 10

La fonzione Yampa lineare st indica conm S, 8. Risula;

» Yampa cluadra'h‘ca

se L>0

ta
g(t) ={ &
O 3 l‘l‘n‘meq'h'

£ i)
= %(t)- >
Risulta:
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@ e,siaoﬂenzn'ale,

N Q>0

) € st RN
% o alfvimerh -

- Q<o

= {®= %% 4(k)

v

Rrsulta:
1[5 1)

S memi,Ponenal'ale Po]{womfale.

7 at ‘s o
%(t): (M)!e set=o per n:4,23 ..

Q  altviments

= {(b): ff,*"@ 1)

Risulta:
n-1 1
o{ [(‘tj} e jl({:)J —
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e [ At se Eao
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g(t) 5

= %&e): sin(wt)- 4.&) N
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o CO5W USOi‘de, g({:)

cos(wt) se 2o

g(t) 2 . a]hfl'meﬂﬁ' ,, "\ /\

=5 (6= coslut) 16) |
Risulta: cos(wt) = b
i (Pe.ﬂocJo)
5
I [eostury 4(6)] - =
e ,

Propﬂ'e,f‘a‘ delle Trasformate dr Lalolace_

Siano %((:) e 3((:) %w.zfowf can Trasformate dr LaF’ace. F(s) e Gls)

rt‘sFeH{\/amenfe,.

o Ithearita”

g [ <4 {0+ <2 5(t>J = A FE)+£2G6) Yo, celR

Esempi 2,

L[ (322 1] = &£ 5 ﬂ({:) ¢ 1W]= 3 F6) - Gis)

’C’I g((:) \ S(t)

1 1 . 254¢

. . ————— -

-

E). 5+2 5(5+5 6({")

o Traslazione ']‘e,mPora]e,

T >0 ntardo i /\

o

L[] Fee® :




esempio
g((:) ¢

1]---- =

b
2 £

La fUnz{one i FISUGQ e un Sr‘ddi‘no um’l"aﬂ}o r;."harda‘!‘o dlﬂ _I—=2,. DU“CIU(’/.'
L [4w]=L[4t-2)]= — ¢

o derivala nel ﬁmFi

OZ(—(—J—JS—&—)J =5 F_CS) ~ g(o’f)

dt
esemﬁrﬁ
S {ost) 1)) Z [ costuoty 48] = costiot)- 40
af{ dt = O [ t=o"
] s & L2
= S"52+b.)2' 1= 2y )2 -1= oZe )2

D‘a Hea ?arh', . 5e30endo Un'alta stada !
d {ms(ul:)- iﬂ.(l:)} = - wsinwt)- 1)
at

e Ciufhcjl :

x[g%zws(wt)‘ :fl(l:)” =X {—usrn@t).i(t)J = -0 X[Sin(wl-,)'ﬂ.({:)l -

W _wa

= "'lJ\)‘
=

2 Hw? P

o derivata secnda nel -Lempo

i[dg&)J i[dt{dt/g&” [ g(&] _ﬁ@

Jt?
+ (0) . £ _ d (O+)
:ﬂs‘[sF(s)-g(o )]— —ﬁ? - & F(5)~s€(o) ﬁt




. dcﬂxfa'b n-esima nel Jr?mF_Q‘ » @
Assumiamo %(o*)= f_ﬁgj)?- e i@):o, Allova :

dE™
[ H49)- 576

NOTA- Devivare nel +e

Mo Cow‘fSPono'ed mothplicare. per Ys" nel

[ dominio di Laplace /

operazione dffererziale. operazione slgebrica
° l'nkgfafe, ne| ﬁmf)_o_
t
gf[ / g(t)dt] = é—]:(s)

es@nﬂg_
t _ 4 111
X[ [10de]- 210 L 1 4
DNaltre Faﬁle} seuendy un'alfva strada:
< + +
j 4 de: / sos[2] -t —
e <}U|‘ndf: * la yomps lineare e“{‘mksrale,
+ y o(e,l Sf&dmo unr!;;né
ot [Jfﬂ.(C)AE}: Oi[t ) :ﬂ-({:)J = _5_2-. e la mmriﬁv.ad\fsﬁca e\l‘.r\nksrale,
\ dells Yomps haeare,
RAMPA LINEARE. -

\\4”

NOTA - Lntegrare nel tempo corfisponde & mothplicare per =

ne,l Jomi'mb

o l_a\alace,.

N DVOSServi o[ne, deﬂ\/ana e (nk’s\fale, Sov10 ofbe(AZIom- “I‘HVQVSQ,"ne,[ ‘{‘WFO,

acuy Cofﬂ-sPOﬂdoV\O Otbefdzbvn' “!m/erse,q nel daminio o Lafnléoe.



¢ 'i‘faslazmé wef domingg di Laplace,

2[<4©]: F-a)

esunplo

* 7 [Je,atjl(t)] = F(s-a)= g%
Y {406 = Flo)-

é‘
« 2 [SEL ﬂ({:)] Flo-a): ——

3

(s- oJ
&.Z:/’g(ls) —= ﬂ(t) "l’dmpa e]uadr;\'hca—

= F(s): gg

P "J'rdsfofma‘i‘a dQ“\m-l-%rale cla‘ C,on\/oluz.;one_

+ .
L [ Of g(t-c)g(t)dz;J_—_"F(S).G(S)

NOTA - AJﬂLenzl'one,/
W

E assolutomente. falao che.

=R CRICINZATS

° Te,orema del \/alor ]Ci'nale,

Se entrambi  imih esistonc ﬁmﬁja!lora:

16(6) Lom s F(s)

t> 400 S0




e ®)

. o) (2+ &%) L&)

Siha

S 463+ 2

T >+

N a ks Pam"e: |

1, 4 . 3st2 | dve ’;?lﬁ’cg‘ndcrrlonﬂ
Fe)=2 S 511 5(st1) come < Q‘i”"" al feorems
del valov finale

e

L SF()* o 8. 3212 _ 5

80 ss0  §{(5+1)

* %({3): (s,m(tj-l-_Q:t);ﬂ({;)

Sv ha che.

Lo %(E) non esiste

£ +oo
Inveoe,:

) 1 1 _ 52+ S+2 non vale il 'kor%a del volor
F(.S) = 52'-1_/] + S = (52+4) <5+4) finale Ferche‘ Unodei due limih
non eSJSJrE’.
c
2
S SF): fm s- 2222
530 ‘\% (52“) (SM)
// 7/

ANTITRASFORMATE. D L APLACE

Se F() € una trasformata dr Laplace con redmlne, i Waversenzd Sl/ allova
T +A 00
_ 1 t
§o: oz | Pt

G — 400

dove. Javelta verhcale {8=<§‘+<ch :—00<:w<+oa} e 1nterna ofla regione d;

Converqenza 0



Tm(S) W
o

ey

/G ¢ 1‘f\l;e.(f':»)
vd

W->~00

Tu‘hL&VI'aI il caleolo de/“\m{'?g@le, Qomplesso (la variabile d, intesrazione e,\se(]l)

non visulta aﬁevo!e.j [ gene rale. .,

P e
4 7

Data uns trasformata di Laplace vazionsle Fée), il metodp che vhilizeevemo

per (6 sva athrVdeormazfone, richiede la Swmposizione. di F(e) in frath’

semplict.

E semeio

/I
n fo " F =
Antitrastormare. F(s) ERTO

L La lCUnz:ovrye, fa:?.fonale F(S) FUohesse(e S@mpoa‘[‘afn F(aHj'ge/n

5@308’1]& modo:

Fli'c;i' ne |

F(s)= A + B
S5+ S-2
dove A e B sono coefficienh da determinare .
1° metodo
F(s)- A + B As-2A+Psi B ] (A+B)S + (-2A+B)
St 5-2 ('53*"4)(5-2) (544) (5-2)
1

—

(s4a)(52)

Per ’\USU&:SIISVIZEQ de/ polinemi a numera‘fore/ deve visvltare -



-2A+P=1

£A+E>=o ’{A:% gf‘v 3 @9
&

2% metodp

Osserviamo che

Fio): Lot -2 =y Az (s14)F(s) - E)i;j

Ca'(_.oldndo ll membroa des-l'(a N Szm/]} II )[Qf‘mme, B)-é-—'-i sfannu“a}
S-2

Per Y f:.suH‘a'

F©): Lo (M 1
A &(51-4) (s): o S )CS\I\/I)(S-Z) 3

Osserviamo por che :

LA LB - (s- SA 32
F‘CE))- J +;Z => ED- (5 Z)FCS) A“S_:;"/T*

Calecolando il membro o destvs i s=2, il fermine AZ2 Sf'anu“a/

St4
percy: risulta:

P>z Lo (5-2)F(2)= Lam (o) — 1

1
Sy2 S»2 S‘M) (é\é) 5

@Umdl:

Cotae] X[ 10)]

Steuttando Is Jinearta™ dells trasformats dr Laplace :
- -t Y
0\£ ‘1[F(5)]:[._\—%—.6 +S ]fﬂ.({:)

Lanhﬁ&sfo rmota



Ihn Seﬂerale, supponiamo di' Wler svhitvastormare Ja funzione. @

Yazionale:

I:(S.): [bn-/ls + »—--""{-)345+{30

St XpyS" N L+ Ka5+ X

dove 311 X el /3) sono wetficienh reall.

1°passo - Fettorizzare i| denomimatore d F(s)

ey Pt puse e

Y

1@&JH@BW@J%

JErH

dove.:

. PJGJR Sono le racJ:‘cffeal:' , J:/],.,_(r

« PEa; +4 W, sono le ro\dlcn'compfesse_ Gon L>0 , j=r+,.. C

. (?J' sono le mo‘ﬁp't‘cnfd"alsebﬁche delle (dAlC{") J'-‘--ﬂ, -, G

2%psss0 - Swomporre F(8) in Ffo\“‘lhswp“b!h

_ < 9 R, RJT,
F(s)= Z Z + 2 2 [ " J

J=1 h=1 (5 P et e (S-Pj)“ (s-p )"

dove 1l RESIDUO Rjh e dato da:

Gi-h '
Ry = Lo L : - [(s-P;)q"F(s)} ’v‘J:4,-_-,c;Vh:4,---,qJ
s>p; (-l dabh

2° Fasso - Anh’rrasfofmafe. sfeuttando le JrfaslcOfma+& note evol/

ot -1 *
6(&) ZZRJh )Ja +ZZ[JL~-—-6 +Rp L P“tj

J=1 h=4 h- J=rt1 heq (h-1)! (h-1)!

5¢ tZO
g(g):o e T<oO



O SSERVAZIONE @
A
Scrivendo RJ‘», nella Fov’ma_ TMJL, \ Rjh
Rom= My & %%

o  fase B
modula >
C
CPJ‘C_ e[@wwﬂtz 603? ef%'t
)
e Cqundr'
-G * _
Rah = Mjn @ o e QJPdt= “e/ﬁ-t. f:"wt
/
& ha
h-1 - h- X h- :
Pit * t 1 “k 1 £ - : . :
RJh-—t———_Q/ + R‘h R t a3 [ »06_,1,, cust  -aBh ~aw;t
< = — - . .
(h-1)! > (he)! (h-1)! ¢ IIhe et 2
_ th"l @%tmj [64.'(wji:+19jh)+ é{(u}jt—r%h)]
—(h“l)i
th*’l &
e WOTA-
Dunquej per G20 &7 CoyX)+45In(x)
r % h-4 —4X )
_,'t < =cCas(x)~ ’
%(t) jh %F + ( ) —Lsm()()
J=4 lq A (h"t)‘ Sommandp .
o
th 4 -Q/L ‘P_Q,&X: ZCOS(X)

+Z ZZMJH

—6 Cos(w T+Gh)
JrH heq h-2)]



