Sistemi Dinamici
Elaborato 7: esercizi riassuntivi sulla seconda parte del corso

Problema 1. Si consideri il sistema a tempo continuo descritto dallo schema a blocchi in Figura 1

(R u(t) . y(t)
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3
Figura 1

in cui ¥ e descritto dalle equazioni ingresso-stato-uscita

i’l(t) = .%'Q(t)
¥ o Zo(t) = —z1(t) — za(t) + u(t)
y(t) = —x1(t) + 22(0)

1. Assumendo Xy = 0, calcolare la risposta forzata y(t) del sistema, relativa all’ingresso a gradino
r(t)=1,t>0.

2. Determinare la funzione di trasferimento C(s) del sistema 3, in modo che la risposta forzata
1
y¢(t), relativa all'ingresso impulsivo r(t) = §(t), sia pari a ys(t) = 4e~* — 3e 2" .

3. Assumendo Yy = K, con K costante reale, determinare per quali valori di K € R il sistema in
retroazione con ingresso r(t) e uscita y(t), & stabile in senso ILUL.

4. Assumendo Yo = K, con K = 1, tracciare i diagrammi di Bode della funzione di trasferimento

dall’ingresso r(t) all’uscita y(t).

Problema 2. Si consideri il sistema dinamico tempo continuo

.%"1(15) = 28.%'1(t)1‘2(t)+.%’2(t)
#a(t) = Lai(t) — m(t)

dove € € un parametro reale.
1. Determinare i punti di equilibrio del sistema al variare di e.
2. Studiare la stabilita dei punti di equilibrio calcolati al punto 1.

3. Determinare il valore di € in modo tale che il sistema linearizzato nell’intorno dello stato di
1 1
equilibrio z; = x5 = 0, abbia modi e~ 2! cos (%t), e 2tsin (%t)



Problema 3. Si consideri il sistema tempo-discreto

zi(t+1) = x1(t) + axa(t)
Tat+1) = x1(t) + swa(t) — 2a3(t)
w3t +1) = gas(t) +u(t)
y(t) = w2(t)
dove a ¢ un parametro reale.
1. Assumendo a = 0, determinare la risposta libera nello stato z;(t), relativa alle condizioni

iniziali z1(0) = 2, z2(0) = 0, z3(0) = 1.

. Determinare per quali valori di & € R, la risposta forzata nell’uscita y(t), relativa all'ingresso

a gradino unitario, ¢ limitata.

. Determinare gli stati di equilibrio del sistema e studiarne la stabilita, al variare di o € IR.

Problema 4. E dato il sistema lineare tempo-discreto

zi(t+1) = Sai(t) +za(t)
za(t 4+ 1)

r3(t+1) = z3(t
y(t)

Determinare la funzione di trasferimento del sistema.

Calcolare la risposta forzata del sistema all’ingresso impulsivo

1 t=0
u(t):{

0 t>0

Determinare un segnale d’ingresso u(t) limitato, tale che la corrispondente risposta forzata
y#(t) risulti non limitata. Discutere la stabilita del sistema, sia nello spazio degli stati sia in
senso ILUL.

Determinare 'insieme degli stati raggiungibili. Il sistema & completamente raggiungibile?

. Determinare il numero minimo di passi in cui & possibile raggiungere lo stato 2 = (3 1 1) a

partire dallo stato iniziale nullo, e quale & la corrispondente sequenza d’ingresso.
Ripetere esercizio al punto precedente, supponendo che lo stato iniziale sia x(0) = (0 2 2)".

Determinare una decomposizione di raggiungibilita del sistema. Calcolare gli autovalori rag-
giungibili e quelli non raggiungibili. Il sistema ¢ stabilizzabile?

Determinare l'insieme degli stati non osservabili del sistema. Il sistema ¢ completamente os-

servabile?

. Determinare una decomposizione di osservabilita del sistema. Calcolare gli autovalori osserv-

abili e quelli non osservabili. Il sistema ¢ rivelabile?



Problema 5. E dato il sistema lineare tempo-discreto descritto dallo schema a blocchi in Figura 2.
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Figura 2

1. Determinare le matrici A, B, C, D della rappresentazione di stato X del sistema, che si ottiene
assumendo come vettore di ingresso u(k) = [u1(k) wug(k)]’, come uscita y(k) e come stato
z(k) = [w1(k) za(k) w3(k)]"

2. Studiare le proprieta di stabilita di X.

3. E ¥ completamente raggiungibile? Se si, qual ¢ il minimo numero di passi in cui un qualunque
stato puo essere raggiunto a partire dallo stato nullo?

4. Determinare I'insieme degli stati che possono essere raggiunti dallo stato nullo in 1, 2 e 3 passi
agendo solamente su uj (k) (supponendo cioe che u; (k) sia I'unico ingresso del sistema).

5. Supponendo ancora che u; (k) sia l'unico ingresso, determinare se possibile una legge di controllo
in retroazione dallo stato uy (k) = Fyx(k), tale per cui tutti gli autovalori del sistema ad anello
chiuso risultante siano in z = 0.

6. Verificare che, controllando il sistema come al punto precedente, lo stato evolve verso lo stato
zero in al piu 3 passi, qualunque sia la condizione iniziale. Quali stati iniziali vengono portati
a zero in 1, 2 e 3 passi rispettivamente?

7. B possibile rispondere alle domande 3, 4, 5, 6 mediante una semplice ispezione dello schema a
blocchi proposto?

Problema 6. Si consideri il sistema a tempo continuo descritto dalle equazioni ingresso-stato-uscita

a1(t) = wa(t)
5, ia(t) = as(t)
3(t) = —10x1(t) — 12x9(t) — 3z3(t) + u(t)
y(t) = 20(0) + 102a()

1. Determinare la funzione di trasferimento del sistema e tracciarne i diagrammi di Bode.
2. Determinare se il sistema ¢ completamente raggiungibile e completamente osservabile.

3. Determinare la matrice F' della legge di retroazione dello stato u(t) = Fz(t), in modo che i
modi del sistema ad anello chiuso risultante siano e~*, te™, t?e~".

4. Determinare la matrice L di un osservatore asintotico dello stato 2(t) = Az (t)+Bu(t)+L(y(t)—

Ci(t)), in modo che la dinamica dell’errore di stima dello stato sia combinazione lineare dei

modi e ¥, ¢75, ¢~ 6,



