Mopewur Linear] STAZIONAR]

Tempo Gontinug (te R)

X {E)= Ax(E)+Bult) (Tc.1)
W(B): CxE)r Dulk) (c.2)

XE ’P\A e lo stato

uelRP e I'ingresso
gelm e luscita

Dy conseguenza: Ae R™" &eIRMP, Cequx“, DelR¥F

4

Sie teelR ['istante iniziale e

X(&):Xo (TC.?;)

[ condizione miziale  al 'l*empo L.

Si wole determinare. uns Fonzione. X(£) che soddisfy

(Tc1) e (Te.3).
Uva volta detevminats x(t), 3“:) St ficava spplicando (Te.2).

NOTA ~ Un caso F.;rﬁca?are.

23 (t)= @ 3¢ (£)
%eiﬂ, O.GIR costante

3 (to)= 3¢, 2

cerchiamo una ﬁmz{owe 2¢(t) la cuy

derivats sia
vguale ad a volte 1a funzione stessa. ..
Ricordiamo Ja funzione espovieaziale...
Soluzione: 3¢ (t): “&a.(t- e)
Venffca'- -2
a (k) o
-%(G);‘f/ Ho= L& o= Mo

. (¢-t) E-
« g (8): g e % = q[@“( &’)xo}: a 2 (t)



In serie d potenze, la fonzione esponeniidle e espressa da
oo (at)k
at_ >

———

k=0 k!

2

Genevalizziamo. _.

ESFonenz,s‘ak. dy metrice,

Date AelR™™:

@Até Z (AL)
k=0 L'.'

mem'efa"

. 5ene aSSinfamen‘l“e com/eraenfe,

. —e} I (W\A‘l’flca lC!?A‘]'l "'“a )

. )e/A(tq*tz): %Au EAta

.d AAC AA
dt

e P o

La soluzione dv (Tc.a) e (e, 3) e /,‘,g\'_f%rale di convoluzione

t
Alt-b) Alt-t)
X (£)= o Xo + f Bult)dt
o s
RISPOSTA —
LIBERA. RlsposTtA
FORZATA,
dipende solo dalja
condi zione. mzrale, xo L.D dnpende solo Jaﬂ‘nvsressa w@{)

Gw‘ndf, aPPI"C‘a“do la (TC.Z):

2 (£)= Cx(E)+Dult)

= CeM P, + fC AMBp wlz)dr + Dulk)
e Y e}
RisPogTA RisPOSTA

LIDERA FORZATA



©

Nota IMPORTANTE
Sy 0sservi che la distinzione in isposta libera e visposts forzata
tiflefte la proprieta™di Soviapposizione degli effeft :

(L, to, %o, u0)) = N(E; to,x0,0) + N (E; ts, 0, «(-))

i i e N o NP W

?Pl'@m&fe/ per wodelli stazionar) o consydera lo=o0. Quind;:

t
x(t)= zAtxo+ /@A(t'ﬂbu(t)dz;
[

t
a(tﬁ Celtx, + / C S PPu) de + Du(t)

Tempo Discreto (ke Z)
X (k1) = Ax(k)+ Bulk) (Tp.1)
3(k) = Cx(k)+ Dulk) (TD.2)

x€R" e lo stato

uelRfP e l‘_gn‘svesso

4 IR &~ [uscits

Dr consequenza: AeR™ BeR™F Ce RY™ DelRYP.

Sia ko& l l‘l's“‘anjm imiziale e

x (ko) = %o (Tp.3)

la condiziore miz1ale al f‘empo keo.

Si Vuole detevminare una successione x(k) che soddisF (TD.4) (To.3).

Una volta determmnata x{k), 6&) 51 vicava applicando (Tp.2).




Sy osservi che:

« X (ko)= Xo
e X (kot1): Ax(ko)+ Butlko)
= Axo+ Bul ko)
K (kot2) = Ax (kott) + Bt (kotr)
: Kixo+ ABalko)t B ulkets)
e X{kot3) = Ax(kot2)+ B ulko+2)

= KXo+ ABulle) + ABulleert)s Pulhorz)

Generall‘zzando, la SOlUZ.fOVlQ dv (T'D./I) e (TD,?J) e

k-4 .
k-ko k-)-4
x(kY= A" Xo + 2_ A Bu(
J3ke J) \

Sowana di canvoluzione,

\..———v—---..d
R15P0STA RISPOSTA
L\BERA FORIATA
gd\'wde solo dalla Q-A dpende solo Jau‘l"g(esm wl)

Codizione wmiziale Xo
Quindi, applicande [a (TD.2):
a(k): Cx )+ Dullk)

ke .
- k-k k-3~
= CA %o+ 2. CA”"Buly) + Dulk)
J:ko
\‘—"‘-W — ~— —
Risposta
LiBERA RISPosTA
FOoRZATA

‘Ep{cammk, per modelli stazionar, 80 congiders kozo. Quindi':

k- .
x (k)= Ao+ 2_ AV BuU()

J=o

k-1 .
a1 CA“xo+3g CAY Bul) + Dulk)

a /
/ /




CaLcoro peua Risposta Liera

Conerdeviamo il calcolo di:
Tempo Cortivvo

X (t)= %Atxo oppure 6;: (£)= C%Ath

Témpo Discredo

XL(k): AkXo oppure 6£(£¢).—. CAkXo
AN pro blema o5 f’xéahdl)ce,al Seﬂue,n‘l“e,:

Data uns watrice AeR™" determinare I'espressione

. At k . .
di e™e A n for’machwsa.

i\/‘EtO(JO Per 1 C&iéoio di E’,At Aqk

Data vna matrice TelR™ Lion singolare (ﬂu{ndn' (nverﬁbn"]e)l defimamo

la watrice

ALT AT (%)

Lo

. . . At ik .
SUFPomémo d Sapef‘ Scrivere g, P oppure A , N FOfma Ol’nusa.

{ eSempro " - . . At T
(Pe empr0, se Aen Farme o'lasonaie., e Imm(’_dla'i'b scyiveve, e/Ate Ak).

Tuverteado la (%):

A TAT™
Da cur: k volte,
W

ACA A

= (TAT ) (TAT™) . (TAT™)
XL

- TAT " TAT _TAT™
L(VoH‘e,

s TAA AT
= TAT™

= | AT T




= (AL)“
{/Abz E - @

ke ¢S
ZAG

It

1

ZTA" L

-T(Z “&“)

_ At At__.
"T«E’,AtT‘/‘ = £ “TQ/ T

Gra Flccw\enfe., | metodo cons: devato e i 5(:.3ueq+e,

N\
P k A -
A —=— A A —Sl gt

| LT

A — A

~r ~

A —y, _{/At

A

- - . N
:(\ yndvca un passaggio cl'ne.l N Senevaie vwon e~ famediato
- ! ’

ES&W\PI‘O
3 -2
A [ = ? Ak 7
1 © )

Suploom‘amo che ¢ V’eﬂsa dats |am&+\ffce, (\/edfeﬂw
T { 2 4]
1 9

T e non 5ng0 lave, | Infaﬁa'} det(T)= 1 Fo.

a [
T '[-4 z}

fn seauifo comg calwlar’fa---)




K:TMAT:M -4”:5 —2“2 4}:

-1 201 o

_M-'l 4 1 2 0
2 4l21] o a

Z‘ € In Fofma iJEaSOnaie,.

Xt .ezt o ~ 2& O
£ = t ' A
O £ O /]
— ovv(amen‘i“q ’]l‘:-’l Fer oSm‘ kel
Da curi:
o 1 21:
At At___4 © T
.6 = T‘C pd -
1 1 { o gt ["’I 2

A"«--T,Z\"T"«: [z 1}Fz‘* o“'l -4

O 111 2

L

[z 4}&2“ Lok Mg Ly,
191 J1-14 2 2%-q 2k,

~
~

CASO NOTEVOLE - Matrict diagonal s blocchy

Se la matrice K & in forma iagonale a blocchr:

.. 0

~r

A

o
A, _ “
E\ 1. ) NOTA- Sijntende che Al pus essere. anche
- ' ‘ . un blocchetto scalare .




allova:
[ ‘e};nt.
At | O 2™
,Q, -

Questo caso e~ di interesse Senera‘e Perohef, dats una ﬂUal s1asi matrice Ac R'w‘,

esistono \orooedu(e_ pev tvasformave la watrice A i uns forma X

clfasonale a ID'Och“' n@“& ‘fj

vale crascun smsalo blocco A, sulla JfaSOnale,.

ha ung strutturs dicur si'sg cleolare l\eSPonenz{ale PALIPEN poter2a 2(:‘

in fofma C"‘“U.Sa..




RickiAMi b1 ALcE BRA L\NEARE

Data una matnce. Ae anx.«\/ s definiscono AUTOVALORI- a A le vadica del
Fo]{momia cavetlerishico

PA ()= de+(/\I'A)

propr reta™

e Gli autovalori dr A sono tuth e soli valori e € per l'civalf [a motrice AI-A
O\anso\ar&- Ihfaﬂ'fl Se )\o e‘a«ﬁbvalofe. ar A, a.“org

det (Ao I1-A)=0

* I} polinomio PANN) € un polinemio menco di' gvado n nells veriabile A



3
Cioe assume la forma O

PAOY: X' o, X% 4 sta A4 ot

movico perche || coefficierte che ma Hiplica '\l fevaming
EN jrada Mmassimo e 4.,

* PalX) possiede esaftamente n vadic: (cortate con la lovo wmfm‘vph'c,{fa‘)
nel campo € dei numern camplessy.
e Dato che v wefficient, ., del Fa'i'nomfo S0n0

matrice reale), se A\ e e vadice dv Pa
cOm'vsa‘ho dr )\o) e radice d¢ FA(/\).

reals (Ferche'A e una

(A), allova anche /\f (cozvsplesso

N T

Dette M, .. A (con m_{n) le vadies distinte, dr CalA), i defrnrsce

MOLTE PLICITA™ ALGEBRICA, dell sutovalore. Al s sua Mo

Hephicite™ come radice
di pACA) . Tndicando le mo"l"eplf‘c;’ra‘alsebnthe con My :

m .
pal0= TI (A-no)f™
=4 & C g :

vnoH'ephcr!'a aijebﬂca d A

€sempio_
Pa(A)= )\Gu?)\5+1z,\4+44 X- 55,\a~;-5;)\-43 :
= (A1) (Ae2) (A3

n= grado del pelinomio = g

M= numero di fadici distinke = 3
A1z => }\14=3
Azz-2 => r«azzj
Az => My=2

e A N N



5S¢ dicono AUTOVETTORY df A velativy allavtovalore A Fulh "
s veltort von wolll e € taliche

( AgL- A) =0
\—-b S1 055erwvi che cjuesi‘o s15tema omogeneo
oppuve, einI'\/alry\i'emmi-e,: ammefte soluzioni nea banal in cjum“h: Ad
e avtovalove dy AJ equindi A:T-A e
Az A !

una matrice singolare.

Sy Jeffm‘sce_ AUTOSPAZIb dr A velativo an\aufb\fa!

vettoriale.

Ve = ker (AI-A) € ¢°

ore )\4.' il SOHQSFazrb

NOTA- ker (A) = {x: Ax-—-o}
nucleo —

- ’U: e tormato da tulh 31( avtovettor: di A re{a{'lm'a‘rau{‘o\/aiov’e, )\-«.‘}

e dal veltore nullo.

Sy defin'sce, MOLTEPLICITA GEOMETRICA dell avtovslove M\ ) & St indica con Vi,

la diwmensione del corr{spondenjre, au%spaznb 'L};, :

Vi = dim [ kee (0 T-A)

=N - vango (/\¢I~A>

NOTA"‘ \/a\e S@\N\PTQ )6 Seﬁum{ﬁ f@,lazu.)ﬂeo:
o< )/4,' < P«d
per 0310{ ,(_,‘:41 -,

Dunclve, Se ﬁ*‘:/]" v’iecessav{azv;eqte, ))4-.-:,1_



IVAGONALL ZZA 2| ONE @

Una matrice AeR™ si dice DidconALIZZABILE (su €) se esishe, uma

matrice. Ve C™ non 5:n30]are, Tale che |o matrice,

A=VTAV

e vn fovme Jl«%gonale_, 058ia .

[ Aa 0.._0 |
Noz| O A
0 ... Aa

5S¢ pus dimostrare che, se la matrice A Q\JI%OM!I'ZNE

e, glrelenenty sulla
diagorale di A sono futt e sol

Sli avtovalor dr A ripetut seconds Is

| ofo wolte F]i'cl ‘b‘alje b\ffca,

W/\

Come e Fo.ss{bfle detevminare se Uns daty matrice A e“J#aSowalu‘zzabl'le
oPPU(e. o ?

4., Caleolave 3!.' avtovalori A’ dr A

2, De“‘efm{nar’e, la -’“°'+€?"-C“+‘?‘;§{3€bf"ca r{&, dl'CI‘aScun aujrovalore /\1',

5. Determinare la Y"“’HQPI'“‘:"‘B_SW'I'W‘C& Ve

' erascun avtovalove )\ .

4. A e disgonalizzabile se e solo se f**’:)/'*'

per o3 autoves love Al
/\-/""‘\/‘\_——v-\

Dafa une matrice AelR™ é{%omh'zzabn'k,, Come e possibile,

trasformerla v una susy forme éfasonaie?
Dtsh'njw‘amo due casy |

« Tl 81{ avtovalori Ao di A sono reals

o esistono avtovalor A dr A complesst



CAS0 DI AUTOVALORI TUTTI REALL @

Siano A1, - Am€eIR al avtovaloridistint dr A.

Per agnt avtovalore Al assumano 1\44;::)),,;_

Co 1o motvice A e diaganalizzabile,

1. Determinare una base per clasan aufospaznb 'l);,
Tndichiamo con Ve, , Vaz ooy Ul 0 veltory dr una bage,

dell‘au‘i‘as?a:alé R relotivo all'avtovalore A é

S50n0 in numerg Pan'a YAt YO
I

2. Costruire |
T ]
e e e T s et
base di U base dr 1\,

CD Le colonne di'| some 1+ vellor: o bage deal{ad{mpexa{.

2. Matrice /L
Risulta:
ATYAT -

g/\‘l fu'Fe‘hJ'l"o )}1 Vo”ﬁ.

TR A f{fze‘l‘u‘fb Vi volte,




" _e:\‘n{‘. -1
..‘-Q;)Mt
At
Amb
Z,
Amt
ok
As
“ i
Aa
L
/\ = o
A
- W
A ]

=

At L
5. Matric/ 2 e A

APP\{ca(e,.
At
T

Ak - TAKT~4

E.S%F\b - (si veda VESeV‘c{anc} svol o)




CASO DI AUTO\/ALOR} CoMPLE s8] @

Premessa
Ricordiamo che, se Ae C & un avtovalore della matrice Ae"R"m, e Vel e un
avtavettore di A relativo a X , allora

Avz v,
(o051 50 omo!

* AT otdw, w0 GweR, wso.
* UV NLTR on @ pn
Dalla relazrone, Preced?/\h’, risvlta:

A [’U’M)-}—,{qy(e):f - [G‘+4}.J][U(")+,{U(Z)]

— n, - : i

=> AU 4)+4, A’Um: Q"U'M)_;.,L G’U'(a).;. Cwo U wU(Z)

= [ o™ w'\J(Z)}+ < [W‘U'M)-)- R
liando H ; e Ay A - : :

Uguagliando le part veali e fe part ‘mmaginarie I ertramby | membn/ o‘HEmamo;

Av® = 5v - yu®
A,U.(a'): wvm_’_G,U.(z)

Sentte tn forma watviciale :
Alv? v®]= [u® v®) [-w S
/

chiamiamo N c,uesfa matvice

-

Della watrice N si sanno scrivere. le. forme e,Nt e Nk:

NE S cos(wt) ‘d'Stsfn (wt)

- _@Gtslh (wt) &GECOS (wt)

NOTA- W si chiama ]’L’_}.Sé‘zl’ov\e dei modi sinusordal; .



; T A @
e Essendo A= T+4al), con Ww>O @ -

modulo : }O: J o3 w2

fase, I aoos<—;—:-) £

-
Re
funzione “arcocosenc”
esem Pn' Motevoly
————— ‘T‘- —
acas (120 acos (Z): - 3005 (0) 5
3\. & 1 T
aws(—=):— L DT TS
.::(2 c dcos () T Qs(4):T]

. f)kws(kf}) fnksfn (kO)

N '—Pl‘swi(kf?) ,Dl‘co.s(w)

NOTA- T si chiams Fulsambne der wodr s1avsovdaly .

/[ 7/

Siano As, . A €R Sl(aquvvcabr{ reall' dr /‘\j e /\r'+4, .-, Ace 51|'au{~ovaforf
__Cif:\FLGfi{ di A Con par fe i'mmeﬁfﬂar(a POS.I'HV&.

Scriviamo:

/\_}-‘- G‘J-+4fw\,' Perj=r+4,.-.,c NOTA-~ ;> O
A [ 2 .
)\J'/OJ'E/ con ﬁj’ O_J-I'CJJ-Z e %:3005((8

o

NoTA~- Tuth Slc' svtovalori di A somo

. S *
é)"';---, )V; )\"MJ ARES) )‘Cz )"”“'” T /\CZ
— e ——— S

fealr mplesgr, Complessy,
Con parte Con f"“"k
i‘mmag\‘ avia l'vnmag(narfa
pesitiva negahva

&‘ hon sono esplicitamenle

(an':s.' inconsiderazione ..



ASSUWh'amO, per semph'clﬁﬁdf ﬂOJfaZ"OH&, che 'hn‘h'&h' avtovalor) @

stano distinh).

Duncjue/ A e sicuramete éﬁ@&h'zzab{]e, sv .

Sisno:

n
+ UjelRT avtoveftore velatvoa ); per j=4,...r
g

(2)

. AV =Ar, ) L@ on
V=V, +4V; , con ;5 , 0, elﬂ) avtovellove, (efativo ar perj=r1, . c
- . 3

Costrvzione & T
) @ @ Wy
l = jt Uiy ... Ur‘, VUris Vrgg ! ;Uo Ve J
! {
S
Matrice A
Rrsulta:
-4
Ae TOAT =
I',\q | | a ]
U b
. I
Ar! |
""‘“'“—r"f"—'-l“--*‘-—-—-
Ny Si
44 i y Y
_____ 4+ — ‘-l—---‘--—- i dO\/e NJ:
: [“ ‘ 'wJ‘ Q—J
R LY B ‘
| L er jirHa,
. | { ;NO‘J P / l
. RN
Matricr /% AKX
! ! =
uf"t I : |
- | { f
‘f,)wt' f !
. B { ] | -t ]
&L F oA
At t Nast | 7T 2" cos(wit) &’ sinluyt)
2 2 it
_____ ..:,_..._______,'_______'______ do\ff,’» '6 = G:jt G'_‘t
| ’. o -& Slﬂ(ﬁ_’jl:) £ 00_5(%{—’)
-—-__‘_“_;-“’f"“‘“‘:‘"’p}'—— . -
i : L le” ] pera=ma, -, c




By : ' !
. ) ; |
/\5: : : k, I
[T St A R Proos(cd))  plsin(isy)
Ak = N ! dove, Nk"
R A P S o -plsin(ugy) P cas(LB;)
_____ e = L
] I 1k
N

Matrer (’,At e Ak

APPll'cere,
&= T T
A TA T

Esevnp_[g“ - (siveda I Esercizi0 5\/0]‘]‘0)

s

NoTA o1 Atsespa LiNveAre

Se la matrice A ha una defle seﬁumﬁ'shruﬂwe:

AR

. '!“r:‘ansolafe Superfo\re a HOcc,la;‘.‘

A’I!Ag,
O A,

=

@

Are Az 3uadra+€.

Aqs O
. ‘i‘rn'ango‘are inferiove ablocchy s Az|-——-- -
A:a: As

allova 6“ avtovalori dl‘A Carngy

e
7

dowo Cown -f\unl'one d%'a é\U‘}OVélOﬁ' d A'1 e Aa.




e

Cosa sv Pud fare 3uand0 la matrice. A non e‘du‘agolal{zzabl‘le? @

OBm' ma‘l’f\'ce, A = ’Rmm Puo\ esseye "f‘rasforma{'a

in forma d Jovdan . __

CAS0 PARTICOLARE

™ n.“:z)

* due sutovalon reali: A dzelR
. ]?e\r‘ A r‘h‘-”l‘)/q

. per Az Mz22>4=1y),

= Anone 'gJ_:‘aSomll'«iZé\bl']&

Srano:

« V1eR” avtovetiore relativo aAa = Av,:

« VaelR" avtove ftore ve lohvo a X => AVz= A2 Vs

+ VaelR™ avtovetiore genevalizaato relahvo o A, -

/A\'U:'g, = )\2"\):'5 ~+ ,U—Z.

Caleolats visolvendo 1} sistma Irneare :
(A*)\zl) Vs = Up
Lp vettove delle “”C‘Df)".‘if-

COS‘P\NZ(OV-Ie, le
T= [Uq .: V2 UE-]
Matrice E\

A, O O
...__._.I_ _____

AT AT = |0 1hs )

Q :O /\zJ

e



Maﬁrn‘c& 6A e A

- 6/\41:} 0O Q i
A |7 oo T T
AL 0 :Q’Azt Ql)sztt
]
L O 10 .le\zt
| ..
2 .
)\: e, O

o T e T T

. K
Moatrict @Abe A

A\o?h'caf‘&
ST 6}{&, T
/A\k =T Ak T

ESQMP_\'Q: (5{ veda | Esercizio svoH*o)



EVITARE ©1 INVERTIRE T

Abbiamo visto che 1 calealo d e e A" e finalizeato alcaleols della
ﬂ;?ps‘]'a ]l loeva Jr Sistemy lmcan J"Baloy\ar| '

X(t) -e/ Xo‘ T XO @
x (k)= Ak x, - TK“T"'XO ()

Posto o= T'axo/ e possible. calcolare X senzq nvertiye.
)a ma+r|'ce_ T?



= 6‘_1‘_3__ golu?_lt'jnﬁ del sistena [Meare.: @

—

!foz)(oil

dove o< e™il veflore delle (cognite.

ES%P_I_O_ (5:' ¥ipreada ’\eserc.'zm svolto per il caso dy diagonaliz

2a2iote, con c?uf’b\fa’O\f!-qunF}ESSi)

Calcolare. |4 m‘s’oosfa bera de | sisterna

(0 2 O]
k(t):AX(t)} A: -2 0 Q

- ) A

[ 2 ﬁ 2

Con mndn'armé I*V\J‘Zl'ate, X(O)= Xo =

-1
-1 .
1

Nella sojuzione dell eserciziz svotho o bbiamo visto che:

Soluzione
2oluzione

0 -1 o] , ~ T cos(zt) sm(2t) O ]
t
T-= 1 0 0 => QA = [-sm(2t) cos(zt)
| /I O /I _j L O o ‘e/%t =

x(E)= T-extrx

dove X e" !a So,(}z,one de.{ 5!5Ma }IV\C&VQ TD( =Xo.

(0 1 01 (1 0 0! 1] (1 0 0! -1)
' I
1 0 01— 0 -1 01-1| ___, 0 1 011
| |
1 9 417 1.0 14 00 112
— T . - . , -
T Xo Seambio fls.;\’] eﬂjaZ_ f[gaZé—— - iga2

r}‘Sab & fisa_s" Yljaq



-1

X ==1
Sislema a2z A => A= 1
X3=2 2
I 0 -1 O || coslzt) sm(zt) © -1
x| 4 0 0O ||-sml2t) cestety O || 1|,
1 0 1 o o eft||2
[0 -1 0] - slzb)+sin(at) [ ~5in(2t)- cos(at)
=11 0 0 || sin(zb)+eos(at)| = | -cos(2b) +sin(2t)
| 10 1 223t - cos(2b)+ Sm(zi-,)+2egb
\/cm[lca
-1 -1
x(@):| -1 |={-1]=Xo ok

<‘ -1+42 g
X(€) calcolata per t=0.



ANALIS MobALE @

Definizione, - Doto il sistems lineare stazionario < empo continuo

x(E)= Ax (k)

i Jicono MOD1 DEL Si15TEMA tolle le funzioni d) ffevent che o trovano

ne“\e,SPonenzx‘a le. ,Q,At d una forma di Jordan reale a blocch) A

c}e”a W\a‘l‘ﬂ' ce A

€sempio o 3
XEAXE)  con Az[=3 2 2| (vedere l'eseramo solto
0o O 2 per l<aso dy Jordam"zzazfone)
-1lo o N g,'_ti o _S_t__
=> Az|o :_?: 1 = o] o E ) ‘{?
olo 2 010 £
- forma di Sordan feale ablocchi oA -
T mmodi del S5t ma Sono ~€’,2t, tht, ét.
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