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Capitolo 1

Concetti fondamentali di teoria

della probabilita

In questo capitolo vengono richiamate alcune nozioni fondamentali della

teoria della probabilita.

1.1 Spazi di probabilita

Definizione 1.1. Si definisce spazio di probabilita la tripla {2, A, P ()}, in

cui:

1. Q = {wi,ws,...} & un insieme, eventualmente infinito, detto spazio

degli eventi elementari;

2. A={A, Ay, ...} & una famiglia di sottoinsiemi A; di €2, detti eventi,
chiusa rispetto alle operazioni di unione, intersezione e passaggio al

complementare:!

(a) VAl,AQ EA:>A1UA2 EA,
(b) VAl,AQ GA:>A1QA2 G.A;
(c) VAe A= A€ A4

1'Una famiglia che gode di tali proprieta & detta algebra

1
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3. P (-) € una funzione reale definita su A che gode delle seguenti proprieta:

(a) P(A) >0, VAcA:;
(b) P(Q) =1
(¢) VA, Ap € A: AjNA;=0=P (A UAy) =P (A)+P(A).

Per definire uno spazio di probabilita occorre specificare:

e lo spazio €2 degli eventi elementari w;, che rappresentano tutti i possibili

esiti del fenomeno incerto che si intende studiare;

e la famiglia A di eventi A;, che rappresentano insiemi di interesse degli

esiti del fenomeno incerto in esame;

e una funzione di probabilita P (-) definita su A.

Si noti che, dalla definizione di A, se A € A, allora, per la proprieta di
chiusura 2c, anche il suo complementare A € A. Ora, per le proprieta 2a-2b
occorre che:

AUAeA e AnAeA

Ma, direttamente dalla definizione di insieme complementare, segue che A U

A=Qe AN A={(. Per cui vale sempre che:

Qe A, (1.1)
0eA (1.2)

Esempio 1.1. Si consideri il gioco della roulette. Una biglia viene lanciata
intorno ad piatto posto in rotazione, suddiviso in 37 settori, numerati da 0 a
36. Vince chi indovina il settore nel quale si fermera la biglia.

In questo caso, si hanno 37 eventi elementari Q = {wp, w1, .. .,wss}, uno

in corrispondenza di ciascun settore in cui puo fermarsi la biglia:
w; = { la biglia si ¢ fermata nel settore i-esimo}, i =0,...,36.

Il gioco prevede anche che possano essere effettuate scommesse multiple,

cioe scommettere contemporaneamente su piu di un settore. Ad esempio, e
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possibile scommettere che la biglia si fermi in un qualunque settore contras-
segnato da un numero pari (o, viceversa, dispari). Se fossimo interessati solo
a queste due puntate, la famiglia A sarebbe composta dai seguenti eventi.
Siano:
P = { la biglia si e fermata in un settore pari }
= {wo,wy, ..., wss};
D = { la biglia si ¢ fermata in un settore dispari }
={wi,ws, ..., wss}
Costruiamo la famiglia 4. In virtu di quanto osservato in precedenza (eq. (1.1)-
(1.2)):
A={Q,0,...};
ovviamente:

A={Q,0,P,D,...};

per la proprieta 2a, A deve contenere anche P U D:
A={Q,0,P,D,PUD,...};

per la proprieta 2c, A deve contenere anche P U D = { la biglia si ¢ fermata nel settore 0 } =

{wo}:
A:{QawaPaDaPUD’{MO}W"};

infine, per la proprieta 2b, A conterra anche P U {wy} e D U {wo}:
A= {Q,@,P,D,PUD,{W()},PU {WO}7DU {WO}}’

E immediato verificare che la famiglia A cosi costruita verifica tutte le pro-
prieta di chiusura 2a-2c.

Infine, per completare la definizione dello spazio di probabilita, dobbiamo
specificare una funzione di probabilita. Dobbiamo, cioe, assegnare a ciascuno
degli eventi contenuti in .4, un numero reale, in modo che le proprieta 3a-3c
siano rispettate. Supponendo che il dispositivo non sia truccato e che, quindi,

ciascun settore sia equiprobabile possiamo usare la seguente regola:

n.ro di esiti favorevoli | A;]

P (A;) =

n.ro di esiti possibili ~ |Q]
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in cui | X| denota la cardinalita dell’insieme X. Nel nostro caso, essendo il

numero di tutti possibili esiti [Q2] = 37 e |P| = |D| = 18 avremo:

P(O) =1,

P(0) =0,
P(P)=P (D)=
P(PUD)= %;

P (w0) = 3=

19

Dalle proprieta 3a-3c che caratterizzano una funzione di probabilita, e

possibile ricavare alcune interssanti conseguenze.

e VAc A=|P(A) =1-P(A).
Infatti, dalla 3b, P (Q) = 1. Ma Q = AU A, per cui:

1=P(Q) =P (AUA) =P (4)+P(4),

in virtu della 3c.

o VAec A=|0<P(A) <1.|Tale relazione segue immediatamente dalla

proprieta 3a e dalla relazione precedente.

e |P(0)=0.
Infatti, poiché Q = 0, si ha:

P(@)=P(Q)=1-P(Q)=0.

° \V/Al,AQGAZ A1§A2:>P(A1)§P(A2)

Infatti, si osservi che, poiché A; C A, e sempre possibile scrivere

A2:A1U(AQQA_1),
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con A; N (Ag N A_l) = (). Per cui, sfruttando la proprieta 3c, si ha:
P(Ay) =P (AU (4 NA)) =P(A)+P (4 NA).

La tesi segue osservando che P (Ag N A_l) > 0 per la 3a.

o VAl,A2€A$ P(A1UA2):P(A1)+P(A2)—P(A1HA2)

Innanzitutto, si osservi come ¢ sempre possibile scrivere:

A1 UA2 :Al U (Azmzl) .
con A; N (A2 N Zl) = (). Inoltre, vale 'identita:
A2ﬂzl = (Agﬂzl) U(Z): (Azmzl) U (AQQZQ) = Agﬂ (Zl UZQ) .

Quindi, utilizzando la proprieta 3c:

P (AL UAs) =P (A U (AN (A, UA)))

I (1.3)
=P (A)+P (AN (A UA)).

Ora, notando che:

AN (ATUA) =AN (A1UA) =AU (AU A)
=AU (A1 N A),

Sl ricava:

P (42N (A UZ)) = P (AU (AN 4g)) = 1= P (A U (4 N 4p))

U1 (P (A) + P (4 N A4y))

=1—(1-P(A) +P (4, NA))
=P (4y) —P(A1NAY),
(1.4)

dal momento che A, e (A; N Ay) sono disgiunti (uguaglianza [1]). Infi-

ne, sostituendo la (1.4) nella (1.3), segue la tesi.

Si noti come la funzione di probabilita definita nell’Esempio 1.1 rispetti

tutte le precedenti proprieta.
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Definizione 1.2. Sia dato lo spazio di probabilita {2, A, P (-)}. Due eventi

A, B € A si dicono statisticamente indipendenti se:
P(ANnB)=P(A)-P(B).

Se due eventi A e B sono statisticamente indipendenti, la probabilita
con la quale essi si verificano contemporaneamente (P (A N B)) coincide col

prodotto delle probabilita con le quali si verificano i singoli eventi (P (A) -

P (B)).

Definizione 1.3. Sia dato lo spazio di probabilita {2, A, P (-)}. Dati due

eventi A e B, si definisce probabilita condizionata di A all’evento B:

JUOEE (15)

se I'evento B ¢ tale che P (B) # 0, altrimenti P (A|B) ¢ indefinita.

P (A|B) indica la nuova probabilita con cui si verifica 'evento A una volta

noto che si sia gia verificato 'evento B.

Esempio 1.2. Si consideri il lancio di un dado. Se il dado non e truccato,
tutti i risultati da uno a sei sono equiprobabili. Per cui, indicato con A;
I’evento corrispondente al manifestarsi della faccia del dado contrassegnata

dal numero 7, si ha:

Non disponendo di nessun’altra informazione la probabilita con cui ci si
attende che il risultato del lancio sia, ad esempio, il numero due & P (4;) = ¢.

Supponiamo, ora, che il dado venga lanciato ed un osservatore dell’espe-
rimento ci informi del fatto che il risultato ¢ un numero pari. Qual e, con
questa ulteriore informazione, la probabilita che il risultato sia due? Poiché
il risultato e pari, i soli valori ammissibili sono 2,4,6, ciascuno con probabilita

%. Per cui ci aspettiamo che sia:

1
P (As] il risultato ¢ pari ) = 3
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Infatti, si indichi con A, I'evento corrispondente al manifestarsi di una

faccia del dado contrassegnata da un numero pari. Ovviamente, sara:

1
Dalla Definizione 1.3:
P(A2NA))
P(4s]4,) = — G
P
Ma, As N A, = As, per cui:
P(4;) 3+ 1
P (Aald,) = P(AQ) =1=3
p 2

A

Finora, abbiamio incontrato solo spazi di probabilita con un insieme di
eventi elementari € costituito da un numero finito elementi. Anche in casi
semplici come questi, puo risultare alquanto laborioso definire uno spazio di
probabilita. Inoltre, le funzioni di probabilita, essendo definite su insiemi,
non sono facili da trattare. Le cose si complicano ulteriormente nel caso in
cui 2 sia un insieme di cardinalita infinita (numerabile o non numerabile).
In particolare, si consideri il caso notevole in cui 2 = IR. Come definire
la famiglia A in modo che le proprieta di chiusura siano rispettate? Come
definire una funzione di probabilita su A?

Il seguente risultato fornisce la risposta alla prima domanda.

Si denoti con A, € R la semiretta:
Ay ={zeR|z <a}, VaeR.

Si noti che non & possibile scegliere semplicemente A4 = {A,}, Va € R
poiché essa non gode delle proprieta di chiusura 2a-2c. Si dimostra che, se si
cerca di completare A affinche valgano le 2a-2c¢, aggiungendo altri eventi che
non siano semirette, si ottiene un’algebra costituita da tutti i sottoinsiemi di

R.2 L’algebra cosi generata dalla semirette A, ¢ detta algebra di Borel.

In realtd, & possibile costruire degli insiemi “patologici” che non appartengono alla
famiglia A cosi generata. D’altro canto, tutti i sottoinsiemi di R di un qualche interesse

pratico appartengono ad A.
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Infine, e possibile dimostrare che per assegnare una probabilita a cia-
scun insieme appartenente all’algebra di Borel, e sufficiente assegnare una

probabilita a ciascuna semiretta A,. Vale a dire basta definire:

P(A,)=P{reR|z <a}), VaeR.

1.2 Variabili aleatorie, distribuzioni e densita

di probabilita

Definizione 1.4. Una variabile aleatoria  (brevemente v.a.) ¢ una funzione

dallo spazio degli eventi elementari 2 in R:
z:Q—-R.

Il valore ¢ assunto dalla variabile aleatoria @, in corrispondenza dell’e-

vento w, prende il nome di realizzazione della v.a. ax.

Definizione 1.5. Per ciascuna v.a. @, € possibile definire la funzione di di-

stribuzione della probabilita Fy, (€) indicante la probabilita dell’evento {& < ¢}

Fo (§) =P (z <),
dove P (-) denota la funzione di probabilita associata all’insieme (2.

La funzione di distribuzione della probabilita gode delle seguenti pro-
prieta:
LO<F (<L

2. lim Fp (&) =1, lim F, (&) =0;

o0 £——o00

3. F(€) ¢ monotona non decrescente.

Si noti che la distribuzione di probabilita di una v.a. non deve necessaria-
mente essere una funzione continua. E sempre possibile, pero, esprimerla

come la somma di una componente continua ed una discreta (v. Figura 1.1):

Fo () = Fy(€) + F5(8),
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in cui la parte discreta ¢ una somma di gradini (opportunamente scalati e

traslati):
=) e~

dove -
0o mecn

In ciascun punto di discontinuita &; della F, (§), la distribuzione ¢ continua

a destra, ciot lim Fy (&) = Fx (&).
=€

i

A d A c A
Fz(9) FZ(8) Fz (€)
)
P
]
¢ ; ! |
: : > > — 3 >
&1 &2 z z &1 &2 z

Figura 1.1: Decomposizione di una funzione distribuzione di probabilita nelle

sue componenti continue e discrete.

Definizione 1.6. Per ciascuna v.a. @, € possibile definire la funzione di
densita della probabilita (brevemente d.d.p.) fz(§) come la derivata della
funzione di distribuzione della probabilita:
s d
Affinché una funzione f, (§) possa essere una densita di probabilita, essa

deve soddisfare le seguenti proprieta:

L fo(§) = 0;

/ fa(€)dE=1.

Direttamente dalla Definizione 1.6 discende che:

£>:/;fm<7>df
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Nel caso in cui la distribuzione della probabilita contenga anche una compo-
nente discreta, la corrispondente funzione di densita della probabilita con-

terra delle delta di Dirac (opportunamente scalate e traslate), in quanto:
d 4 -
d_gFm(f) = 2%‘5(5 — &)
i=1

Se fz (&) rappresenta la densita di probabilita della v.a. @, allora vale la

seguente proprieta:

b
Plasa<t)= [ f(Od (1.6)

La relazione precedente fornisce un’interpretazione della funzione di densita
di probabilita (v. Figura 1.2). La f, (), infatti, consente di calcolare la
probabilita (corrispondente all’area della zona in grigio in Figura 1.2) con
la quale una v.a. x assume valori appartenenti ad un generico intervallo
[a, b] (o, pitt in generale, ad un insieme). Dalla relazione che lega le funzioni
di densita e distribuzione, e facile convincersi che tale probabilita ¢ anche
uguale alla differenza F, (b) — F (a). Inoltre, supponendo che la densita di
probabilita non contenga delle delta di Dirac, la P (x = a) = 0, per qualunque
valore a € R. Infatti, il dominio di integrazione della f, (£) ha, in questo
caso, misura nulla. Graficamente, I'area della zona in grigio in Figura 1.2
tende a zero, quando b tende ad a. Quindi, la fg (§) non corrisponde alla
probabilita che x = £. Essa indica solamente in quali “zone” dell’asse reale

¢ piu o meno probabile che la x si manifesti.

Esempio 1.3. Variabile aleatoria gaussiana. Una funzione di densita di
probabilita del tipo:

1 _ome)?
\/ﬂ%e 20z gz >0, my € R, (1.7)

¢ detta densita gaussiana.

Jz (f) =

Spesso, per indicare il fatto che una v.a. « ha una densita di probabilita

2

2) (e la stessa v.a. ¢ detta

gaussiana come la (1.7), si scrive & ~ N(mg, o

gaussiana o “normale”). A
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=P(x € [a, b])

————r-=-

| | >
a b ¢

Figura 1.2: Interpretazione delle funzioni densita e distribuzione di

probabilita.
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o
I‘H
)
T
|
|

Figura 1.3: Densita di probabilita uniforme Ula, b].

Esempio 1.4. Variabile aleatoria distribuita uniformemente. Una

funzione di densita di probabilita del tipo:

0 seé<a
-] L wazess
0 se >0

¢ detta densita uniforme (v. Figura 1.3). Una v.a. @ avente tale densita
di probabilita e detta uniformemente distribuita nell’intervallo [a, b] e ci0 si

indica con & ~ Ula, b]. A

Definizione 1.7. Una v.a. « si dice discreta se essa pud assumere un insie-
me numerabile {£1,&s, ...} (non necessariamente finito) di valori. In questo
caso la sua densita di probabilita ¢ data da una sommatoria (eventualmente

infinita) di delta di Dirac:

fu (&) = Zm@ — i),

con ipi =1
i=1

Si consideri, ad esempio, una v.a. @ avente d.d.p.:

fa(©)= 5 06— )
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L’esito di quale esperimento puo rappresentare la v.a. x?

1.3 Distribuzioni bivariate e multivariate

Siano @« e y due variabili aleatorie.

Definizione 1.8. Si definisce funzione di distribuzione di probabilita congiun-

ta (o bivariata) Fy, (§,7) la probabilita dell’evento congiunto {& < £,y <

n}:

Definizione 1.9. Si definisce funzione di densita di probabilita congiun-
ta (o bivariata) fz, (€, 1) la derivata seconda mista della distribuzione di

probabilita congiunta:

AN 82Fm, (5777)
fey (§n) = W

Direttamente dalla Definizione 1.9 discende che:
n 3
Fm,y (5777) = / / fm,y (7-177-2> dTldTQ- (18)
Una distribuzione di probabilita congiunta soddisfa le seguenti proprieta:

1. Fp,(&,1) € monotona non decrescente in £ e 7;

2 5hm Fa”y (§7 77) = O’ ghm F%y (57 77) =1
——00 ——+00
n——oo n—+00

Inoltre, affinché una funzione f, ,, (£,n) possa essere una densita di pro-

babilita congiunta, essa deve soddisfare le seguenti proprieta:

1' fm,’y (g,’l’]) Z O;

2. /Z/Zf (6,m) dédy = 1.
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Analogamente alla (1.6), una densita di probabilita congiunta soddisfa la

seguente proprieta:
Plw.y) €)= [ [ foln)asan (19)

in cui A denota un generico insieme in R?.

Si noti che la densita (o, equivalentemente, la distribuzione) congiun-
ta caratterizza completamente il comportamento probabilistico delle due
v.a. Infatti, nota la fg, (£,7) € sempre possibile calcolare le singole densita

marginali:
fo(6) = / " fow (€n) dn (1.10)
fyln) = / " fow () dE. (1.11)

Definizione 1.10. Due v.a. x ed y si dicono statisticamente indipendenti se
la loro di densita di probabilita congiunta e uguale al prodotto delle rispettive

densita di probabilita marginali:

fac,’y (5,77) = fz (5) f’y (71)

Esempio 1.5. Una funzione di densita di probabilita bivariata del tipo:

1 1 { (E=mz)?  2p(E—ma)(n—my) + (n*";y)2 }

Jay (&) = e 2L 2 =Y w o)
20 x0y\/1 — p?

con o, >0, oy >0, |p| <1, mg,my € R, ¢ detta densita gaussiana biva-

riata. A

Esempio 1.6. La funzione:

6
—(E+n)? 0<E<1, 0<p<1
faw(em) = 4 7T !

0 altrove

rappresenta una densita di probabilita bivariata. A
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Le nozioni di distribuzione e densita bivariate possono essere generalizzate
al caso di n variabili aleatorie, 1, s, ..., x,. Per compattezza di notazione,
si indichi con x la variabile aleatoria wvettoriale:
)T

= (x,x2,...,T,)",

e con £ un generico vettore di R™:

5 - (517527 s agn)Ta
in cui (-)” denota Poperatore di trasposizione.

Definizione 1.11. Si definisce funzione di distribuzione di probabilita con-
giunta (o multivariata) Fy (§) delle v.a. @1, @, ..., x,, la probabilita dell’e-

vento congiunto {@&; < &, @y < & ... @, < &)

2

Fa: (5) - F:vl,...,a:n (517---a§n) P(ml S 517---amn S £n) .

Definizione 1.12. Si definisce funzione di densita di probabilita congiunta
(o multivariata) fe (&) delle v.a. @y, @, ..., x,, la derivata n-esima mista

della distribuzione di probabilita congiunta:

é anlev-'-awn (51’ R gn)

f:v (g) = fivl,---,wn (517 s agn)

01 ... 0¢,
Direttamente dalla Definizione 1.12 discende che:
fn fl
Fopan (&1,..., &) = / o Jatroan (T1, -, T)dry . ..d7,. (1.12)

Tutte le proprieta illustrate in precedenza per le distribuzioni e le densita
bivariate valgono allo stesso modo per le distribuzioni e le densita multiva-
riate, cosl come le relazioni esistenti fra distribuzioni e densita bivariate e le
corrispondenti funzioni marginali.

Notazione. D’ora in avanti, si utilizzera lo stesso stile tipografico per
denotare indifferentemente v.a. scalari o vettoriali, le dimesioni risultando

chiare dal contesto.
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1.4 Media e varianza

Definizione 1.13. Si definisce valor medio (o valore atteso) mg della v.a.

x la quantita:
+00

Emzjisn@%:mw (1.13)

Il simbolo E[-] denota ['operatore di valore atteso. Esso gode della se-

guente proprieta di linearita:
E [ax + fy] = oE [z] + SE [y] Va,f € R. (1.14)

Sia g(«) una funzione deterministica di una generica v.a. x. Per defini-

zione:

400
Ew@n:/ 9(6)f (6) de.

o0
Nel caso in cui g() = P, con p numero intero positivo, E [x?] si chiama mo-
mento di ordine p. Analogamente, E [(x — mg)P] & detto momento centrale
di ordine p.

Particolare interesse riveste il momento centrale del secondo ordine.

Definizione 1.14. Si definisce varianza o2 della v.a. x la quantita:

+oo

22E[e-mf] = [ (€-mfL@d )

—00

Si noti che dalla Definizione 1.14 discende che o2 > 0, in quanto la
funzione integranda nella (1.15) & sempre maggiore o uguale a zero. Il fatto
che 02 = 0 implica che la v.a. & pud assumere un solo valore (che coincide
con my,) e risulta essere, quindi, una grandezza deterministica.

Quando la varianza o2 di una v.a. x esiste, la sua radice quadrata oy

viene chiamata deviazione standard.
Definizione 1.15. Si definisce covarianza o varianza incrociata o4, delle
v.a. @,y la quantita:

Oy = B[(x — ma)(y — my)).
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E opportuno notare che la Definizione 1.15 coinvolge il valore atteso di
una funzione deterministica g(x,y) di due v.a. @,y. In questo caso, nel
calcolo di E [g(x,y)] occorre usare la densita di probabilita congiunta delle

v.a. x,y: N N
E [g(z,y)] = / / 9(6,1) fa (€,1) A,

Definizione 1.16. Due v.a. x,y si dicono incorrelate se:
Efzy] = E[z|E[y].

E immediato verificare che, se due v.a. sono incorrelate, la loro varianza

incrociata ¢ uguale a zero.

Definizione 1.17. Si definisce indice (o coefficiente) di correlazione pg .,

delle v.a. @,y la quantita:

o Ell—ma)ly—my) _ ay

Pev = B - mo)? | El(y — my)?] a0y

Il coefficiente di correlazione e sempre compreso tra -1 ed 1:
-1 S pm,y S 1.

Se le v.a. x e y sono incorrelate pg, = 0.

Se « ed y sono due v.a. indipendenti allora esse sono anche incorrelate.
L’implicazione inversa non ¢ vera, in generale. Vale a dire, due v.a. possono
essere incorrelate ma non indipendenti.

Nel caso in cui e y siano due v.a. vettoriali, le Definizioni 1.14 e 1.15

vanno modificate come segue.

Definizione 1.18. Si definisce matrice di covarianza P, della v.a. & € R"

la quantita:

>

Pr =E [(x — mg)(x — mg)"].

Definizione 1.19. Si definisce matrice di cross-covarianza o matrice di

varianza incrociata P, delle v.a. x € R", y € R™ la quantita:

Pay = E [(& — ma)(y —my)"].
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Si noti che i valori medi sono vettori (colonna) di dimensione m, € R",
m, € R™, mentre le covarianze sono matrici di dimensione P, € R™"
y ) )
nxm
Pry € R™™.

1.5 Variabili aleatorie gaussiane

Una v.a. vettoriale € R" si dice gaussiana (o normale) se la sua densita di

probabilita ha la forma:

1

_ —3(&—ma)T Py (—ma

con mg € R™ e P, matrice quadrata n x n, simmetrica e definita positiva 3:
P, = PI > 0. Spesso, per indicare una v.a. avente la d.d.p. precedente si
scrive @ ~ N(mg, Py).

03 po10g

Si noti che, nel caso n = 2, posto P, =
pPO0102 O'%

] si ottiene la

distribuzione bivariata vista nell’Esempio 1.5.

Le v.a. gaussiane godono delle seguenti proprieta.
1. Elx] = mg;
2. E[(x—mg) (@ —my)T] = P
3. « gaussiana = y = Ax + b gaussiana, con:
My = Amg + b,
P, = AP A";
4. x e y incorrelate e gaussiane = x e y indipendenti.

Qualunque combinazione lineare affine di v.a. congiuntamente gaussiane
¢ ancora una v.a. gaussiana (Proprieta 3). Inoltre, per due v.a. gaussiane

I'incorrelazione coincide con I'indipendenza statistica (Proprieta 4).

3Una matrice simmetrica P & detta definita positiva (d.p.) se 27 Pz > 0, Vz # 0. Una

matrice d.p. & sempre invertibile.
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Le v.a. gaussiane rivestono un ruolo importante nella teoria della stima,
in quanto consentono il calcolo di stime ottime in maniera agevole.
Il seguente Teorema fornisce una giustificazione teorica al largo uso che

viene fatto delle v.a. gaussiane nella pratica.

Teorema del limite centrale (Lyapunov). Siano xi,...,x, v.a. indi-
pendenti, con distribizione di probabilita arbitraria. Siano E[x;] = m; e

E [(x; — m;)?] = 07 < +00. Si consideri la v.a. normalizzata:
7 Do T~ Qi M
0= :
> i1 03

Sotto opportune condizioni (ipotesi molto generali, vedi Rohatgi and Saleh
(2001) ), vale

1 K t2
Ji P )= = [ Ha
A

Osservazione 1.1. Nel caso in cui le v.a. x; abbiano la stessa media e varianza:

m; =mgeo: =02 i=1,...,nlav.a. Z, assume la forma:

1 n
n Zz‘:l Li— My

on= oz /1

Per cui, si usa dire che la v.a. T = %Z?:l x; risulta essere asintoticamente

distribuita come N(mg, 02 /n). 1l Teorema del limite centrale afferma quindi
che la distribuzione della somma di un numero sufficientemente grande di
v.a. indipendenti puo essere ben approssimata da una gaussiana. Quando
un fenomeno incerto e dovuto ad un elevato numero di cause indipendenti,

quindi, ¢ ragionevole assumere che la sua distribuzione sia gaussiana.

L’andamento della densita di probabilita di una v.a. gaussiana scalare
con valor medio m,, = 0 e varianza o2 = 1 (v. equazione (1.7)) & rappresen-
tato in Figura 1.4. Il grafico ha una tipica forma a “campana’”, assume il suo
valore massimo in corrispondenza del valor medio ed ¢ simmetrico rispetto

ad esso.
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N.1).

0.4r

0.3

0.2

01r

Figura 1.4: Densita di probabilita gaussiana a media nulla e varianza

unitaria.

Qual ¢ la probabilita con la quale una v.a. & ~ N(my, c2) assume valori

compresi in un intervallo centrato nel suo valor medio e di semiampiezza pari
alla sua deviazione standard?

Ricordando il significato di funzione di densita di probabilita (v. equa-
zione (1.6)), si ha:

Mz +0 1 _ (g=ma)?

20‘% dg

P(mw—awgmgmm—kaw)é/

e
me—0s V2T

Mg +0 _ 2
1y e 1 e
=2 e 2z (
/mm V2To, ¢
1
2] 1 n?
= e 2d
0o Vv 2T 7

A 1
=erf | — | = 0.6827.
(\/5)

L'uguaglianza [1] ¢ dovuta alla simmetria della d.d.p. gaussiana rispetto

al suo valor medio, mentre la [2] si ottiene col cambio di variabile n = (§ — mg) /0.

La funzione erf(-) (detta “funzione errore”) & definita come?:

5 2
erf(§) = %/0 e " dt.

4Questa definizione corrisponde alla funzione erf implementata in MATLAB®; in altri

testi si trovano definizioni leggermente diverse della funzione errore.
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E possibile verificare che lim erf(¢) = 1.
£—-+o0
Dunque, abbiamo visto che se ¢ una v.a. gaussiana, essa assume va-
lori compresi in un intervallo (centrato in m,) di semiampiezza pari a oy
con una probabilitd di poco superiore al 68%. Analogamente, se conside-
riamo intervalli di semiampiezza pari a 20, e 30,, la probabilita aumenta

rispettivamente al 95.45% e 99.73%:
P(x € [mg — 204, Mg+ 20,]) = 0.9545;

P (z € [mg — 304, Mg+ 304]) = 0.9973.

In MATLAB®, vedi comandi: normpdf (calcolare il valore di una d.d.p.

gaussiana), erf (calcolare il valore di erf(x)).

1.6 Funzioni di una o piu variabili aleatorie

Sia & una v.a. scalare avente d.d.p. f, (£) nota. Si consideri la v.a. y = g(x),
ottenuta trasformando la v.a. @ attraverso una funzione deterministica g(-).
Quanto vale la densita di probabilita f, (n) della nuova v.a. y? Il seguente

Teorema fornisce la risposta al precedente quesito.

Teorema 1. Sia  una v.a. scalare con d.d.p. f,(§). La densita di proba-

bilita della v.a. y = g(x) vale:

fy(n) = ; Ak (1.17)

dove ¢'(&;) indica la derivata di g rispetto ad :

: dg(¢)
9'(&) = —==
d¢ £=&i
calcolata nei punti & tali che g(&) = g(&) = ... = g(&n) = 0. La derivata

g’ (&) va valutata in tutti i punti & soluzioni dell’equazione:

n=9(8), (1.18)
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pery fissato. In tutti gli 7 per cui l'equazione (1.18) non ammette soluzione

s1 ha:
fy (@ =0.

Esempio 1.7. Si supponga di poter rappresentare la resistenza di un resisto-
re mediante una v.a. R uniformemente distribuita in [9€2, 11€]. Si desidera
calcolare la densita di probabilita della conduttanza G = R del resistore.
Sia fg (7) la d.d.p. incognita. Ovviamente, se v > % 0y < 1—11 la d.d.p. e
nulla, in quanto la resistenza R puo assumere solo valori compresi fra 9€) e

119

* se 1 <7< 1
Ja (/7) = 1 1 ) 1
0 se v < 11 o v> 9
Procediamo al calcolo di %, utilizzando il Teorema 1. Nel caso in esame, la
funzione g(-) vale g(¢&) = % Quindi, fissato v € [+, 3], Vequazione (1.18)

v = ¢g(£) ammette un’unica soluzione £ = % Derivando, si ha

1

Y df '5:1 B 52’521

vy v

et —’}/2.

Poiché v € [, &, sard € € [9, 11], per cui fgr(z) = 1. Allora:

110 9
()

- g(2) G
¥
Quindi
1 1 < 1
) 272 11 9
se — 0 —~
TS 770
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Consideriamo, ora, funzioni deterministiche di piu v.a. Ad esempio, sup-
poniamo di voler calcolare la d.d.p. della somma di due v.a. z = « + y.
Nota la fz,, (§,7), si desidera calcolare la f, (¢).

Ricordando la definizione di funzione di distribuzione di probabilita, fis-

sato ¢ € R si ha:
PO =P(z<O)=Pla+y<0). (1.19)

Sfruttando la Proprieta (1.9), la (1.19) diventa (v. Figura 1.5):

too (=
RO=[ [ faylcndsn (1.20)
Infine, derivando la (1.20) rispetto a ( si ottiene proprio la f, ({):
+oo
f=(C) = - e (¢ —mn,m)dn. (1.21)
L N A
n
E+n<¢
;

Figura 1.5: Dominio di integrazione della (1.20) per ( fissato.

Nel caso (notevole) in cui le v.a. « e y siano statisticamente indipendenti
(cioe fay (€,m) = fo (&) fy (1)), la (1.21) diventa:

—+00

fz(C): fm(C—U)fy(U)dﬁme(f)*fy(n)~ (1'22)

Il risultato (1.22) stabilisce che la densita di probabilita della somma di
due v.a. indipendenti ¢ data dalla convoluzione delle singole densita di
probabilita.

Vediamo ora come si generalizza il Teorema 1 al caso di funzioni di

variabili aleatorie vettoriali.
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Teorema 2. Sia x € R" una v.a. con d.d.p. fz(§) e sia g : R" — R"

una funzione deterministica. La densita di probabilita della v.a. y € R",

y = g(x) vale:

h@ﬂz%?@éﬂ, (1.23)

dove J(&) indica il determinante dello Jacobiano di g rispetto a &:

@@w

J(&) = det —==

85 £=¢;

calcolato nei punti & tali che g(&1) = g(&) = ... = g(&n) = n. Lo Jacobiano

J(&;) va valutato in tutti i punti & soluzioni dell’equazione:

n=g(&) (1.24)

pery fissato. In tutti gli 7 per cui l'equazione (1.24) non ammette soluzione
si ha

fy () £ 0.

Esempio 1.8. Vogliamo mostrare che una combinazione lineare di v.a. con-
giuntamente gaussiane € ancora una v.a. gaussiana (v. Proprieta 3 a pag. 18).

T yna v.a. vettoriale gaussiana con

Per questo, sia @ = [z, X9, ..., T,]
media m, e matrice di covarianza P,. Consideriamo la nuova v.a. y € R"

ottenuta dalla x di partenza attraverso una trasformazione lineare invertibile:
y = Az,

dove A denota una generica matrice n X n invertibile.
Per il calcolo di f,, (n) utilizziamo il risultato del Teorema 2. Nel caso in

esame, la funzione g(-) vale:

g(x) = Ax.
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Fissato n € R", I'equazione (1.24) diventa:

n = Ag,

e, dal momento che la matrice A ¢ invertibile, ammette un’unica soluzione
¢ = A7, Inoltre, lo Jacobiano della g(¢) ¢ costante (non dipende dal

particolare valore ) e vale:

0
9&) _ 4
U3
Utilizzando la (1.23), si ottiene:
f= (A'n)
= ) 1.25
Fo =20 (1.25)
Poiché x ¢ congiuntamente gaussiana, la sua d.d.p. vale (v. equazione (1.16)):
]_ 1 Tp—1
— —3(E=ma)" Py (§-ma) 1.26
() = e (1.26)

Sostituendo & = A~y nella (1.26), la (1.25) diventa:

1 11 Tp—1/4-1
— _§(A U_mw) Py (A n—mw). 127
fy (0) (27)7/2(det Py)1/2 |det Al € ( )

Utilizzando l'identita:

A_ln — My = A_l(n — Amyg),

I’argomento della funzione esponenziale nella (1.27) puo essere riscritto come:
1

(A7 )T (A = ma) = — [A7 (g — Am))” P AT (n — Am)
U S Amg) AT RS AT (g Am)
2 —%(77 —my )T AT P AT (n — my)
S = my) By~ my),

(1.28)

dove con A7 si ¢ indicata la trasposta dell'inversa (A~1)7. L’uguaglianza
[1] discende dalla proprieta dell’operatore di trasposizione (BC)T = CT BT

(con B e C matrici di dimensioni opportune), la [2] si ottiene ponendo:

My = Amy, (1.29)
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mentre la [3] deriva dall’assegnazione:

P, = AP, AT, (1.30)
e ricordando che (BCD)™' = D7'C~'B~! (se B, C, D sono matrici quadrate
invertibili di dimensioni opportune). Inoltre, notiamo che:

(det P,)"/? = (det A det Py det AT)/?

H ((det A)? det Pw)1/2 (1.31)

— |det A| (det P,)"/?
dal momento che det A = det AT (uguaglianza [1]). Infine, sostituendo le
(1.28)-(1.31) nella (1.27) si ha:

1
fo ) = e By

Quindi, la v.a. y ¢ a sua volta gaussiana, con valor medio m, e matrice
di covarianza P, date dalle (1.29)-(1.30). A

—5(n=my)T Py (n—my) (1.32)

1.7 Distribuzioni condizionali

Vogliamo estendere il concetto di probabilita condizionata fra eventi (v. De-
finizione 1.3) alle variabili aleatorie. Per questo, siano date due v.a. x e y
con densita di probabilita congiunta fg, (£,7). Supponendo che la variabile
aleatoria y abbia assunto un certo valore 7, come si modifica la densita di

probabilita della 7 A tale scopo, si considerino i due eventi (v. Figura 1.6):
A={z <&}, B={n<y<n+dp}
Ricordando il significato della funzione di distribuzione (v. Definizio-

ne 1.8), dalla (1.5) si ha:

Foy(En+dn) — Fpy(€,n)
Fy(n+dn) — Fy(n)

= [ dividendo numeratore e denominatore per d7] (1.33)

_ (F:v,y (§,m+dn) — Fay (&,m)) /dn
(Fy (n+dn) = Fy(n))/dn

P (A|B) =
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Figura 1.6: La P (AN B) & pari alla probabilita che (x,y) appartenga alla

zona in grigio.

Lasciando tendere dn — 0:

F Fay (€,

P (A1) = 2

m f_goo fay (T,m)dT (1.34)
fy (0)

E ¢ fm,y(7'777) T

B —00 fy (77) d’

ottenuta derivando rispetto a 7 la relazione (1.8) (uguaglianza [1]) e portando

fy (n) dentro l'integrale (uguaglianza [2]). Si noti che, quando dn — 0,
l'evento B diviene B = {y = n}. Allora, la P (A|B) non ¢ altro che la
probabilita che & < &, noto che y = 7. Per cui, dalla definizione di funzione
di distribuzione (Definizione 1.5), possiamo scrivere P (A|B) = F; (¢|ly = n).
Quindi, dalla (1.34):

§ T
Fo(fly=m= | %dr (1.35)

Derivando ambo i membri della (1.35) rispetto a &, otteniamo la densita di

probabilita di  condizionata a y:

_ Jfay (§m)
gy (€0) = AR (1.36)

La (1.36) ¢ anche nota come formula di Bayes, e descrive come si modifica
la densita di probabilita di una v.a. & quando si sia osservato l’esito 7 per il

fenomeno incerto rappresentato dalla v.a. y.



28 CAPITOLO 1. TEORIA DELLA PROBABILITA

Se x e y sono due v.a. indipendenti, allora:

fary (€l0) = f2 (). (1.37)

Cioe, il fatto che la v.a. y abbia assunto un certo valore non modifica la
densita di probabilita a prior: della . Alcune volte, I'indipendenza statistica
fra due v.a. viene definita proprio con la relazione (1.37).

Si noti che, dalla formula di Bayes fay (£,1) = fajy (§|n) fy (n). Per cui,

dalla (1.10) deriva immediatamente:
+oo

fe (&) = faly (§]n) fy (n) dn. (1.38)

La (1.38) rappresenta l'estensione del Teorema della probabilita totale al caso
di variabili aleatorie continue.

Supponiamo, ora, di aver osservato y = 7, per una certa v.a y. Sia nota
la fzy (§,m). Quanto valgono il valor atteso e la varianza di «? Per tale
calcolo, applichiamo le definizioni (1.13)-(1.15), avendo cura di sostituire la

d.d.p. a priori fg (&) con la d.d.p. condizionata fa, (§]n):

+o0

mwly:/_ & faly (§ln) dS (1.39)
oo

= [ (€= ma Sy (€ln) e (1.40)

Le (1.39)-(1.40) prendono il nome di valor medio condizionato (o media
condizionata) e varianza condizionata, rispettivamente. Si noti che sia la
media che la varianza condizionata sono funzioni del particolare valore 7
assunto dalla v.a. y. Per cui, ad esempio, il simbolo mg, va inteso nel senso
di E [x|y = n]. Per brevita, la dipendenza da n, sara spesso omessa. Nel caso
in cui la @ sia una v.a. vettoriale, la (1.40) va opportunamente modificata
sostituendo (+)? con (+)(-)7 (v. Definizione 1.18), ottenendo cosi la matrice

di covarianza condizionata Ppgiy.

Esempio 1.9. Siano x; e x5 due v.a. congiuntamente gaussiane con media

2 2
1’1 L1 o o7 L0102
2 2 ’
Lo Iy L0102 05

nulla e matrice di covarianza R:

L1 0
:” R-E
0

E

I
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con |p| < 1.
PO102

O3

5&1 . 1 _po';%0'2 wl
i) 0 1 Lo .

Dal momento che x;, 5 sono congiuntamente gaussiane, anche ; e x5 sono

Si consideri il cambio di variabile &, = x; — x,. Allora:

congiuntamente gaussiane (v. Esempio 1.8). Calcoliamo:

E [Iilwz] =E [(wl — p001202 IBQ) CCQ:|

2
U (2] — pil;hE 2] (1.41)
2
2 pO109 — p01202 O‘% =0,
05

in cui si ¢ utilizzata (uguaglianza [1]) la proprieta di linearita dell’operatore
di valore atteso (v. equazione (1.14)) e la definizione della matrice di co-
varianza R (uguaglianza [2]). Quindi le v.a. &; e @ sono incorrelate (v.
Definizione 1.16). Ma, poiche sono anche congiuntamente gaussiane, questo
equivale a dire che esse sono indipendenti (v. Proprieta 4 a pag. 18). Allora,

dalla Definizione 1.10 di indipendenza:

f:i1,w2 (:i'th) = f:h (i.l) f:m (x2> : (1'42)

Dal Teorema 2 (v. anche Esempio 1.8):

~ po102
f:vl,:vz <:L‘1 + U% JanZL‘Z)

f:h,:m (.’2'1,1'2) = 1 s (143)
dal momento che:
1 —pooe
det 92 = 1.
0 1
Allora:
[1] f:v1,:v2 (:[;1’ {L‘g) [2] f:?n:vz (IL‘l — PUJléﬂjL’ga IL'2>
f:v1|:v2 (171|ZL‘2) = -
Sz (22) Sz (22) (1.44)

3] pO102
- fi:l Ty — 0_2 Z2 |,

2
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in cui [1] ¢ la formula di Bayes, [2] deriva dalla (1.43) ponendo z; = Z; +
po1oa
o3

Dal momento che x; ¢ combinazione lineare di v.a. congiuntamente

xg ¢ la [3] si ottiene sfruttando l'indipendenza (1.42).

gaussiane, la sua d.d.p e ancora gaussiana, con:

- 010
mz, =B [2)] = Ez] — P2 2B [@,] = 0,
03
e
010 2
0'2,1 =E ["iﬂ =E (zcl — p 12 2502) ]
02
1] 2 PU%U% 2 pPO102
=E [z:°] + —2E [z5°] - 2= E[z,2,]
09 02

2 02 4 p202 — 2p%02 = 02(1 — ).

La [1] ¢ dovuta alla linearita dell’operatore di valore atteso, e la [2] si ottiene
notando che E [x,?] = 02, E[22%] = 02 ¢ E[z,25] = poioi (v la matrice di
covarianza R). Quindi:
L =5z
e 1.
V2mog,

La (1.44) ci dice che la fg, |, (71|22) ¢ proprio uguale alla fz, (1), calcolata

far (31) =

in 7y =11 — %. Per cui:
1 (r-em2g2)’
x1|zs) = e 2i0-0 1.45
fw1|w2 ( 1| 2) 271'(1 — ,02)0'1 ( )

Quindi, la d.d.p di ®; condizionata a x5 € ancora gaussiana. Inoltre, con-
frontando la (1.45) con l'espressione di una generica v.a. gaussiana (v.
equazione (1.7))), si verifica immediatamente che:

pPO102

m:l:1|:l:2 = 0_2 Taj
2

2 _ 2 2
Oprlee = 01 (1 —p ) .
Si noti che la precedente espressione di mg, |, vale solo nel caso in cui x; e

T siano entrambe a media nulla. A
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Il risultato ottenuto nell’esempio precedente puo essere generalizzato al

caso vettoriale e media non nulla.

Teorema 3. Siano x; e xy due v.a. vettoriali congiuntamente gaussiane.

Posto © = [z, 5]", siano:

R R
Ble]= "', P=| ?l>0
m2 Riy Ry
con Ry > 0. Allora:
My |wg = M1+ RmRQ_l(M — my); (1.46)
P:m\a:g =R — R12R51R1T2. (147)

Si noti che la condizione Ry > 0 serve a garantire I'invertibilita della Rs.
L’osservazione del valore x, per la v.a. xy “sposta” il valor medio di x; e
ne riduce l'incertezza. Infatti, poiché vale R, — RioRy'RE, > 0 (regola di
Schur), allora Py |z, = R — RipRy'RY, < Ry, ciot la varianza della v.a.
@1 dopo l'osservazione del valore assunto da @y ¢ minore di (o tutt’al piu

uguale a) quella iniziale. Infine, P, = R; solo nel caso in cui Rjs = 0,

1|2

cioe quando le due v.a. sono incorrelate e, poiche gaussiane, indipendenti.

1.8 Esercizi

1.1. Le capre e la Ferrari. Tre porte chiuse, etichettate con le lettere A,
B e C, nascondono due capre e una Ferrari. Le porte sono sorvegliate da un
severo custode che sa dove ¢ nascosta la Ferrari. Si supponga di scegliere
la porta A. A quel punto il custode apre la porta B da cui esce una capra,
e vi propone di scegliere nuovamente. Da un punto di vista probabilistico,
conviene mantenere la scelta iniziale A oppure cambiare e optare per la C?

[Suggerimento: usare la probabilita condizionatal]
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1.2. L’ago di Buffon. Un ago lungo 1 cm viene lanciato in maniera casuale
su un foglio a righe, in cui la distanza tra le righe e esattamente 1 cm.

Calcolare la probabilita che I’ago intersechi una delle righe.

L 1. Dopo

1.3. Sia x una v.a. uniformemente distribuita nell’” intervallo [—5, 3

aver calcolato il valor medio mg, e la varianza o2 di @, si utilizzi il comando
rand di MATLAB® per generare un vettore x contenente N valori estratti
dalla precedente distribuzione, con T = 6.

Si confronti il valor medio teorico m, con la media aritmetica m_y del

vettore x:
mx = sum(x)/N
al variare di N = 10, 100, 1000.

1.4. Dopo aver verificato che la fg ,, (£,7) dell’Esempio 1.6 sia effettivamente
una densita di probabilita congiunta (vale a dire che essa soddisfi le Pro-
prieta 1 e 2 di pag. 13), si calcoli il valor medio e la matrice di covarianza

del vettore [z, y].

1.5. Sia & = [z}, x2, x3]” una v.a. in R®, con densita di probabilita:
1 35, .3 :
—r1+ o5 +ay se0<xz; <1, ¢:=1,2,3
fo (21, T2, 73) = 2 2
0 altrimenti

Dopo aver verificato che fg (x1,xo,z3) rappresenta una d.d.p. si calcoli il

valor medio e la matrice di covarianza di .

1.6. Sia x una v.a. scalare gaussiana:
1 _ (E=mg)?
\V2To,

e 2% 0x >0, myeR.
- Verificare che il valor medio e la varianza di = valgono mg, e 02,

Jz (f) =

rispettivamente, sapendo che:

+00 9
/ e dxr = /7.

o0
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- Si utilizzi il comando randn di MATLAB® per generare un vettore x
contenente N valori estratti dalla precedente distribuzione, con m, = 0
e 02 = 1 e si confronti il valor medio teorico m,, con la media aritmetica

m_x del vettore x:

|
mx = Zx(z)
i=1
al variare di N = 1,2,...,1000.

1.7. Dimostrare che se e y sono due v.a. gaussiane ed incorrelate, allora

esse sono anche indipendenti.

1.8. Sia x una v.a. gaussiana scalare, con valor medio m, e varianza o2.
Verificare che la v.a. y = ax + b, con a,b € R, ¢ ancora una v.a. gaussiana,

con valor medio my, = amg + b e varianza o, = a0
1.9. Una v.a. x avente d.d.p.

e ™ sex >0

fa(z) =

0 sex <0

con A > 0, si dice esponenzialmente distribuita. Verificare che il valor medio

My = % e la varianza o2 = %

1.10. Sia la tensione V', ai capi di una resistenza R = 10§2, assimilabile
ad una v.a. uniformemente distribuita nellintervallo [5V, 10V]. Calcolare la

densita di probabilita della potenza W = %VQ dissipata dalla resistenza.

1.11. Siano x e y due v.a. aventi densita di probabilita f,, (z,y). Calcolare

la densita di probabilita della v.a. z = x — y.

1.12. Si consideri un veicolo la cui posizione e descritta nel piano cartesiano
dalle coordinate z,y. Si associno alle coordinate due variabili aleatorie e y
e si assuma che esse siano indipendenti e uniformemente distribuite nell’in-

tervallo [0, 1]. Supponendo di disporre di un radar centrato nell’origine degli
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assi, esso fornira la posizione del veicolo nelle coordinate polari p e 6:

arctan y sex >0

p=va2+y2, 0= o

arctang—l—w sex <0
T

Determinare la funzione di densita di probabilita congiunta delle variabili
aleatorie p e 6.
Ripetere l'esercizio assumendo che e y siano congiuntamente gaussiane,

indipendenti, a media nulla e varianza unitaria.

1.13. Siano x;, © = 1,...,n variabili aleatorie indipendenti e uniformemente
distribuite nell’intervallo [—%, %] Calcolare la densita di probabilita della
v.a.
>3
= Z;,
Yn = -~
per:
1. n=2;
2. n=23.

Confrontare le f,, (y) ottenute con la densita gaussiana di media m = 0 e

172

varianza o2 = )
n 12

1.14. Si supponga di voler misurare una grandezza incognita, assimilabile

ad una v.a @, mediante un sensore. Sia
y=x+v

I’equazione della misura, in cui la v.a. y rappresenta la lettura fornita dallo
strumento, mentre la v.a. v modella il rumore additivo introdotto dallo
strumento. Sotto le ipotesi che & e v siano v.a. gaussiane, indipendenti,

x ~ N(mg,02), v ~ N(0,02), calcolare il valor medio Mg, € la varianza

2
x|y

se la lettura rilevata sensore vale y = y.

o=~ condizionati. Vale a dire, calcolare la media e la varianza della v.a. @
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Inoltre, confrontare media e varianza condizionate con i corrispondenti
valori mg e o3 a priori (cioe, prima di effettuare la misura). Interpretare
il risultato ottenuto in termini del rapporto segnale/rumore, definito come

SNR =2

[op

2

Sk
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Capitolo 2
Processi stocastici

In questo capitolo verranno introdotti i processi stocastici e gli strumenti

matematici necessari per il loro studio.

2.1 Definizioni e proprieta

Definizione 2.1. Un processo stocastico (brevemente p.s.) € una sequenza
temporale di variabili aleatorie x(t), con t € 7, dove T rappresenta 'asse
dei tempi. Nel caso in cui 7 sia un insieme numerabile {t1, o, ... ¢, ...}, il
processo stocastico & detto tempo-discreto. Se T = R, il processo stocastico
e detto tempo-continuo. Nel seguito, verranno presi in considerazione i p.s.

tempo-discreto.

Ricordando la definizione di variabile aleatoria, possiamo vedere un pro-
cesso stocastico come una funzione z(t,w) che associa ad ogni coppia (t,w) €

7 x € un numero reale *:
z: T xOQ—=1R.

Fissato un istante temporale ¢ € 7, il processo stocastico z(f) si riduce

ad una variabile aleatoria. D’altro canto, fissato 'evento w (ad esempio,

1Per semplicita di notazione, la dipendenza di x dall’evento w verra omessa nel seguito.

37
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Figura 2.1: Diverse realizzazioni di un processo stocastico x(t) al variare

dell’evento w.

effettuando un esperimento), il processo stocastico z(t) diventa una funzione
di ¢ (detta realizzazione del processo stocastico), vedi Figura 2.1.
Un processo stocastico ¢ completamente caratterizzato in senso statistico

se € nota la probabilita:
P(z(t) < oy,2(ty) <o, x(ty) <), Vii,....t, Ya,...,zp Vk.

Analogamente a quanto fatto con le variabili aleatorie, e possibile definire le
funzioni di distribuzione e di densita della probabilita per ogni k = 1,2, ...

(dette statistiche di ordine k):

Fm(l'l,...,l'k;tl,...,tk), fm(xl,...,xk;tl,...,tk).

Nella pratica, le funzioni di distribuzione (o, equivalentemente, le densita)
non sono note per ogni k € N. Per cui, spesso, ci si limita a considerare solo

le statistiche del primo e secondo ordine. Siano
Fo (2:t) = P (a(t) < x),

0
fac (17775) - a_wa (l’,t),
Fay s (21,0511, 1) = P (2(t1) < 21, 2(t2) < 22),
82

—F T1,xa;ty,10),
81718172 :121,:122( 1 2y 01 2)

f:l:l,:vz (l‘17 To; tla t2) —
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le statistiche del primo e del secondo ordine, rispettivamente. Dal momento
che fissati t; e ty, x(t1) e x(t2) sono variabili aleatorie, si ha (v. equazione

(1.10)):

fa(x13t1) = Jar 22 (X1, T2; 11, t2) dg.

—0o0
E possibile definire media e covarianza di un processo stocastico nel seguente

modo.

Definizione 2.2. Si definisce media (o valore atteso) mg(t) del p.s. z(t) la

quantita:
+oo

E[z(t)] = / T fy (z;t) de. (2.1)

Definizione 2.3. Si definisce funzione di covarianza (o autocovarianza)

R(t,s) di un p.s. z(t) la quantita:
Ro(t,s) 2 B [(2(t) — ma(t))((s) — ma(s))"]

= /_:O /_:0(951 — () (22 — Ma(8)) far e (T1,T2; 1, 8) dz1das.

(2.2)

Nella definizione precedente, la notazione ()7 & necessaria nel caso in cui
x(t) sia un p.s. vettoriale. Se x(t) € R", allora la media ¢ un vettore di
dimensione n, e la funzione di covarianza R, (t,s) ¢ una matrice quadrata

n xXn.

Definizione 2.4. Si definisce funzione di covarianza incrociata (o cross-

covarianza) Ry 4(t,s) di due p.s. x(t), y(t) la quantita:
Rey(t,5) 2 B[(0(t) = ma(t)(y(s) = my(5))]

A A (2.3)
2 [ )0 ) g 01 ,) .

Si noti che sia la media che la covarianza di un p.s. sono, in generale,
funzioni di uno (media) o due (covarianza) indici temporali. Ad esempio, la
media di un p.s. puo assumere valori diversi a seconda dell’istante ¢ in cui

viene calcolata.
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Esiste un’importante classe di p.s. per i quali 'osservazione precedente

non ¢ piu vera.

Definizione 2.5. Un processo stocastico x(t) si dice stazionario in senso
forte (o in senso stretto) se le statistiche di ogni ordine di x(t) e z(t+7) sono

identiche, ovvero se:
Pa(ti+7) <.zt +7) < ay)
non dipende da 7, Vty,...,tg, Vq1,..., 2 € VEk.

Quindi, la distribuzione di un p.s. stazionario in senso forte ¢ invariante
rispetto a traslazioni nel tempo. La stazionarieta forte di un p.s. € una
proprieta molto stringente e di difficile verifica (occorre calcolare le statistiche
di ogni ordine). Per questo, spesso, ci si accontenta di una versione piu
debole.

Definizione 2.6. Un processo stocastico x(t) si dice stazionario in senso
debole (o in senso lato) se i momenti del primo e del secondo ordine di x(t)

e x(t + 7) sono identici, ovvero se:
mg(t) = mg(t +7)
Ry(t,s) = Ra(t+ 7,5 +7)
per ogni 7.

Quindi, la media e la funzione di covarianza di un p.s. stazionario in
senso debole sono invarianti rispetti a traslazioni nel tempo.
Poiche la Definizione 2.6 vale per ogni 7, segue immediatamente che un

p.s. z(t) ¢ stazionario in senso debole se e solo se:

Ra(t,s) = Ry(t — s) (2.5)

In altre parole, un p.s. € stazionario in senso debole se la sua media ¢ costante

(equazione (2.4)) e la sua funzione di covarianza non dipende dai due istanti



2.1. DEFINIZIONI E PROPRIETA 41

temporali in cui viene calcolata ma solo dalla loro differenza (equazione (2.5)).
Per questo motivo, spesso la funzione di covarianza di un p.s. stazionario

viene indicata come funzione di un solo indice temporale 7 =t — s:
Ro(1) = E [(x(t + 7) — ma)(2(t) — mg)"] . (2.6)

E possibile dimostrare che la stazionarieta forte implica la stazionarieta
debole, mentre il contrario non e in generale vero. Vale a dire, un p.s. puo
essere stazionario in senso debole ma non esserlo in senso forte. D’ora in
avanti, per stazionarieta si intendera sempre stazionarieta in senso debole,

salvo ove espressamente specificato.

Definizione 2.7. Due processi stocastici z(t) e y(t) si dicono congiuntamente
stazionari in senso debole se ciascuno di essi € stazionario in senso debole e

la funzione di cross-covarianza e invariante rispetto a traslazioni nel tempo:
Ray (t,8) = Ry (t+7,54+7), VT

Analogamente a quanto fatto per la funzione di covarianza di un processo
stazionario, si ¢ soliti esprimere la cross-covarianza di due processi congiun-

tamente stazionari come funzione di un solo indice temporale:
Ray(1) = E [(2(t +7) = ma) (y(t) — my)"] . (2.7)

Sia z(t) un p.s. tempo-discreto, stazionario. Allora la sua funzione di

covarianza Rg(7) gode delle seguenti proprieta:
1. Ry(7) = RL(—7);
2. R, (0) ha elementi positivi sulla diagonale;

3. la matrice di covarianza:

R (0) Re(1) ... Ry(m—1)
Plm) — Rw(.—l) Rm.(()) Rm(@_g)
Ro(1—m) Re(2—m) ... Ry(0) |

¢ simmetrica e semidefinita positiva, P(m) > 0, Vm;
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4. sia y(t) un p.s. congiuntamente stazionario con z(t); la funzione di

cross-covarianza Rg,(7) soddisfa:
Ray(7) = Ry (—7).

Dimostrazione

Senza perdita di generalita, sia m, = 0.

1. Dalla (2.6) segue:

Ru(7) = B [a(t + 7)2(t)"] BB [a(s)z(s — 7)7]

g [(x(s — T)l'(S)T)T} = Ry (=),

in cui [1] si ottiene ponendo s = t+7 e [2] dalla proprieta dell’operatore

di trasposizione ab? = (baT) , con a, b generici vettori reali.

2. Sia z(t) = [z1(t),...,z.(1)]F € R™ Allora, gli elementi r;(0), i =
1,...,n sulla diagonale di R, (0) valgono r;(0) = E [z;(¢)?] > 0.

3. Innanzitutto, si noti che ¢ possibile scrivere:

x(t—1)
P(m) = E : (x(t DTt — m)T)
x(t —m)
Sia v = (v{,...,vL)T, con v; generici vettori delle stesse dimensioni di
x(t). Allora:
x(t—1)
vIP(m)v = (v],..., v E : (x(t ) T m)T>
x(t —m)
=E <Z vzt — k:)) (Z x(t — k) vk>]
L \k=1 k=1
- )
=E (Z vzt — k)) >0
k=1

Poiché I'espressione precedente vale per ogni v, segue che P(m) > 0.
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4. Vedi la dimostrazione del punto 1.

O
Nel caso in cui z(t) sia un p.s. scalare, tempo-discreto, le proprieta precedenti

possono essere interpretate nel seguente modo. La Proprieta 1 diventa:
T:v(T) = T’w(—T), (28)

vale a dire, la funzione di covarianza di un p.s. scalare, stazionario ¢ una
funzione simmetrica rispetto alla variabile 7.

Inoltre, si consideri la combinazione lineare ajx(t + 7) + asx(t), con
aj, as € R, non entrambi nulli e 7 € N (senza perdita di generalita, sia
mg = 0). Allora:

0<E[(z(t+71)+ Oégl'(t))Q]
=E [(afz(t + 7)* + 201002 (t + )2 (t) + b(1)?)]
= ojE [z(t + 7)%] + 201 [z(t + 7)z(t)] + 3E [x(t)?]
= 215(0) + 2010074 (T) + a375(0) = (] + a3)rz(0) + 2010974 (7).

Quindi, (a2 + 02)rg(0) + 2a1a575(7) > 0. E immediato verificare che tale

disuguaglianza puo essere riscritta nella forma:

o a [r’”(o) T’”@] [O“] > 0. (2.9)

re(7) T2(0)| a2

Poiché la (2.9) vale per ogni vy, s € R, vuol dire che la matrice [

r4(0) m(r)]

ra(7) T2(0)
e semidefinita positiva. Percio, il suo determinante sara maggiore o tutt’al

piu uguale a zero:

72(0) 72(t) 2 2
de =rgy(0)* —ry(r)* > 0.
t [rm(r) rm(())] (0) (1)" =

Dal momento che r,(0) > 0, la relazione precedente diventa:

r2(7)| < 72(0), V7 €N
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Quindi, la funzione di covarianza di un p.s. scalare ¢ sempre compresa nella
“striscia” [—7z(0), 7%(0)] ed assume il suo valor massimo in corrispondenza

di 7 =0 (vedi Figura 2.2).

T (T)

e e G — i e =

i
I
I
i
I
0.5 o} | o) 4
i i i
I I I
o I I I 1)
i i i i i
o o] I I I I I o] o
07@(5"““““““‘d>®’
o I I I I I I o
o I I I I ©
I I I I
o I I o}
I I
051 I i 5
I I
b &

_17 7777777777777777777777777777777777 —
| | | | | | | | | | |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

T

Figura 2.2: Una tipica funzione di covarianza di un processo stocastico

scalare, tempo-discreto.

Sinoti che R (0) rappresenta proprio la varianza (o matrice di covarianza,

nel caso vettoriale) del p.s. stazionario z(t).

Definizione 2.8. Un processo stocastico si dice gaussiano se le sue statisti-
che:
Fp(zy,. .zt .o te)

sono gaussiane, per ogni k. Un p.s. gaussiano ¢ caratterizzato completamente
da un punto di vista statistico qualora siano note la media e la funzione di
covarianza. Inoltre, per i p.s. gaussiani la stazionarieta forte e quella debole

coincidono.

Definizione 2.9. Un processo stocastico bianco (detto anche rumore bianco)

e una sequenza di variabili aleatorie indipendenti. Se le v.a. sono anche
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identicamente distribuite, si parla di processo a variabili i.i.d. (indipendenti

¢ identicamente distribuite).

2.2 Esempi di processi stocastici

In questo paragrafo vengono presentati alcuni esempi di processi stocastici

notevoli.

2.2.1 Processi stocastici puramente deterministici

Sono processi stocastici del tipo:
x(t) = Z x;gi(t),
i=1

in cui «; sono variabili aleatorie e g;(+) funzioni deterministiche del tempo.
Tali processi sono totalmente predicibili nel futuro, in quanto, una volta note
le realizzazioni delle v.a. ;, il p.s. z(t) ¢ noto Vt € 7.

Seguono alcuni esempi di p.s. puramente deterministici.

o x(t)=x, VteT,
in cui ® rappresenta una variabile aleatoria avente valor medio mg e

varianza o2. La media del p.s. x(t) vale ovviamente:
E[z(t)] = E[z] = ma,
mentre la funzione di covarianza:
Re (t.5) = B{(a(t) - ma)(a(s) — mz)] = B [(@ — m,)?] = 0.
Quindi, la R (¢, s) non dipende da t ed s, ma ¢ costante:
Ru(T) =02, V.

Evidentemente, il p.s. z(t) & stazionario in senso debole.
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o x(t) = Acos(wt+ ),
con ¢ v.a. uniformemente distribuita nell'intervallo [0, 27]. La media

del p.s. x(t) vale:

E [z(t)] i/0 7TAcos(u)t—l— )de =0,

:27T

mentre la funzione di covarianza:

1 2m
= / A? cos(wt + @) cos(ws + p)dep.
2m Jo

Poiché cos(a) cos(3) = 3 [cos(a + B) + cos(a — B)] (formule di Wer-
ner), la R, (t,s) diventa:

Ry (t,s) = E[x(t)x(s)]

2 2
R (t,s) = f— / [cos(wt + ws + 2¢p) + cos(wt — ws)| dp
T Jo
2 A2 A
12T cos|w(t — s)] 5 cos(wT) = Ry(7)

Quindi, il p.s. z(t) € stazionario in senso debole.

o z(t) = Asin(wt),
con A ~ fa(a) v.a. con media ma = 0 e varianza 0%. La media del

p.s. z(t) vale:

“+00

E[z(t)] = / h asin(wt) fa (a) da = sin(wt) / afa(a)da = sin(wt)ma =0,

—00 —00

mentre la funzione di covarianza:

R (t,s) = E[x(t)x(s)] = /_+<>0 a® sin(wt) sin(ws) f4 (a) da

0o
+o0

= sin(wt) sin(ws) / a’fa (a)da = 0% sin(wt) sin(ws)

7a
2

in cui 'ultima uguaglianza ¢ dovuta alla formula di Werner sin(«) sin(3) =

z[cos(a— B) — cos(a+ ). Quindi, il p.s. z(t) non & stazionario in senso

debole.

[cos(w(t — s)) — cos(w(t+ $))],

L’ultimo esempio mostra come un processo puramente deterministico non sia

necessariamente stazionario.
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2.2.2 Rumore bianco

Abbiamo gia definito come rumore bianco z(t) una sequenza indipendente
di variabili aleatorie. Quindi z(¢) ¢ tale per cui z(t;) e x(t2) sono v.a. in-
dipendenti se t; # t;. Un siffatto processo ¢ totalmente impredicibile nel
futuro.

Spesso, si estende il concetto di rumore bianco a tutti quei processi

composti da sequenze incorrelate di variabili aleatorie:

E [(z(t1) = ma(t1))(2(t2) — ma(t2))] =0, Vi #1a.

Supponendo che le x(t;) siano i.i.d. con media nulla e varianza o2, si ha:

Elz(t)?| =02 set=s
Ry (t,s) = [ ()} * :0235(75—5),
0 set#s

in cui §(-) denota la delta di Dirac nel caso di p.s. tempo-continui e I'impulso

unitario nel caso di p.s. tempo-discreto:

1 ser7=0
o(r) = . (2.10)
0 seT#0
Per cui, posto 7 =t — s, si ha:

Ro(1) = 026(7). (2.11)

Un esempio di p.s. bianco tempo-discreto e rappresentato dalla trasmis-
sione binaria. Sia z(t) € {—1,1}, con t € N e z(t;), x(t2) indipendenti se
t1 # t3. Supponendo entrambi i valori —1,1 equiprobabili, la statistica del

primo ordine di x(t) ¢ data da:
1 1
fo (z5t) = 55@ —-1)+ 55(:10 +1).

La media del p.s. z(t) vale:

E [z(¢)] :/+Oox(l5(:p—1)+%5(x+l)) dx:%—%zo,
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in cui si e sfruttata la proprieta della delta di Dirac:
+o0
| s@ta - a)de = gla),
La varianza del p.s. x(t) vale:

=1.

R0 =B [ol0f] = [ o (306~ 1)+ ol + 1) o =5 4 5

—00

Poiché x(t1) e x(t2) sono indipendenti se ¢ # t5, esse sono anche incorrelate,
per cui:

R:v (tl,tg) =E [ZL‘(tl)ZL‘(tQ)] = 0.

Riassumendo, la funzione di covarianza di z(t) vale:

1 se7=0

0 seT#0

R.(1) =

I processi stocastici bianchi giocheranno un ruolo fondamentale nel segui-
to della trattazione, poiché si vedra che un’ampia classe di p.s. stazionari
puo essere ottenuta da un generico rumore bianco attraverso un oppurtuno
filtro lineare.

Notazione. Spesso, per indicare che un p.s. e(t) € bianco, con valor medio

Mme € varianza o2, si scrive:
e(t) ~ WN(me,o02).
Se, inoltre, e(t) ha una distribuzione Gaussiana, Vt, si scrive:

e(t) ~ WGN(meg,02).

2.2.3 Processo di Wiener

Un processo di Wiener w(t), detto anche moto browniano, ha le seguenti

caratteristiche:
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Oétz Se tl 2 tz
L R'w (tla t2) =
O[tl Se tl S tg

e per t fissato, w(t) ~ N(0, at).

Si tratta, quindi, di un processo gaussiano non stazionario. Si noti che la
varianza di w(t) vale Ry, (t,t) = ot e quindi la “dispersione” delle traiettorie
cresce nel tempo.

Fissati t; > to > t3, vale la seguente proprieta:

E[(w(ty) —w(tz)) (w(tz) — w(ts))] = R (b1, t2) = Raw (11, 13)
— Ry (o, 1) + Ry (t2, t3)

= aty — aty — aty + ats = 0.

Per questo, un processo di Wiener viene detto processo a incrementi indipen-
denti. Tale processo puo essere ottenuto integrando un processo a variabili

indipendenti.

2.2.4 Processi esponenzialmente correlati

Sono processi stocastici x(t) tempo-discreto, stazionari, la cui funzione di

covarianza ha la forma:
Ry(1) = 02d™, 1€, (2.12)
con |a| < 1. La varianza del p.s. z(t) vale Ry (0) = o2. Si noti che:
e se a — 1, z(t) tende ad un processo puramente deterministico;
e se a — 0, z(t) tende ad un processo a variabili incorrelate.

La funzione di covarianza rappresentata in Figura 2.2 ¢ proprio del ti-
po (2.12), con 02 =1 ed a = —0.7.
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Fissato un generico istante temporale t, si considerino le v.a. x(t) e
x(t + 1). Dal momento che il p.s. z(t) e stazionario, la media e la varianza

delle due v.a. sono identiche:

E[x(t)] =E[x(t+1)] = mg
E [(z(t) — mg)?] = E[(x(t+1) — mg)’] =02

Calcoliamo, ora, la covarianza incrociata tra x(t + 1) e x(¢):

2

E[(@(t + 1) — mg) (@(t) — mg)] £ Ry (1) = 0

Cl:a’

in cui l'ultima uguaglianza si ottiene dalla (2.12) con 7 = 1. Allora, il
coefficiente di correlazione tra x(t 4+ 1) e x(t) vale (v. Definizione 1.17):
o2a

pP=—"35=a
JCB

Quindi, il parametro a nella (2.12) rappresenta proprio l'indice di correla-
zione fra due v.a. corrispondenti al p.s. x(t) valutato in due istanti temporali
consecutivi. Per cui, € possibile descrivere “qualitativamente” I'andamento

di z(t) come segue:
e se a >0, “si conserva il segno” di x(t) — my;
e se a <0, “cambia il segno” di z(t) — my.

La dicitura “si conserva il segno” va intesa in senso probabilistico. Vale a
dire che, se a > 0 e x(t) > m,, la probabilita che sia anche x(t + 1) > my ¢
maggiore di quella associata all’evento complementare z(t + 1) < m,. Tanto
pilt @ & vicino ad uno, tanto maggiore sara la probabilita che z(t + 1) > my,.
Conderazioni del tutto analoghe valgono per a < 0 e/o x(t) < my.

In Figura 2.3 sono riportate due realizzazioni di p.s. esponenzialmente
correlati, entrambi con valor medio pari a 10, ma con coefficienti di correla-
zione di segno opposto. E evidente come, quando a = 0.9, il p.s. z(t) “cambi
di segno” (rispetto al proprio valor medio) molto meno spesso di quanto non

faccia quando a = —0.9.
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Figura 2.3: Realizzazioni di processi stocastici esponenzialmente correlati:

a=0.9(a)ea=—-09 (b).

I processi stocastici esponenzialmente correlati si ottengono asintotica-
mente come uscite di sistemi dinamici lineari, tempo-invarianti (LTT), con in

ingresso un rumore bianco.
Esempio 2.1. Si consideri il p.s. y(t) soluzione dell’equazione alle differenze:
y(t+1) =ay(t) +e(?), laf <1,

dove e(t) rappresenta un p.s. bianco, a media nulla e varianza o2. Possiamo

pensare che y(t) sia 'uscita di un sistema LTI alimentato dal rumore e(t)

(vedi Figura 2.4).  Vogliamo calcolare la media my(t) e la funzione di
e(t) 1 y(t)
— "
zZ—a
Figura 2.4.

covarianza R, (t + 7,t), per poi verificare se il p.s. € stazionario. Dalla teoria
dei sistemi, sappiamo che 1'uscita di un sistema LTI e data dalla convoluzione

della risposta impulsiva con l'ingresso. Per cui, nell’esempio in esame:

y(t) = Zafe(t —i—1).
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[e.9]

Si noti che, poiché |a| < 1, la serie Zai converge. Allora:
i=0

1. my(t) = E

Z a‘e(t —i— 1)] . Sfruttando la proprieta di linearita
i=0

dell’'operatore di valore atteso, e ricordando che e(¢) ha media nulla,

otteniamo:

My (t) = ZaE le(t —i—1)] = 0.

2. Ry(t+r,t)=E . An-

(Zaie(t—i-T —i— 1)) (Z ae(t —j — 1))

cora una volta, per la linearita dell’operatore di valore atteso, ottenia-

mo:

ddEle(t+7—i—1)e(t —j—1)]

M
NE

I
o
<
I

Ry, (t+T,1) ‘
’ (2.13)

at R, (t—i+7),

M
NE

1
o
<.
Il
=)

in cui 'ultima uguaglianza deriva dalla definizione di funzione di co-
varianza. Ma, siccome e(t) ¢ bianco, la sua funzione di covarianza

vale:

2

o, sev=2_0

Re (v) =

0 sev#0
Per cui, nella seconda sommatoria della (2.13) rimangono solo i termini
con indici ¢, tali che 7 — i+ 7 = 0, ossia 7 = ¢« — 7. Inoltre, dal
momento che I'indice j assume solo valori non negativi, nel caso in cui

7 > 0, affinché possa essere ;7 = ¢ — 7, occore che ¢ > 7. Da queste
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considerazioni segue che:

4 o0 o0
E a2l_Taz seT >0 aTaz E a7 ser>0
=T =T
R’!J (t +7, t) = 00 - o0
E a® To2 seT <0 aToly a* se 7 <0
\ =0 i=0
( [e’e]
T2 2\ k 2
a’ o g a seT >0 9
e ( ) = € QaT setT >0
[1] k=0 2 ) 1—a
- oo ) - 0.2
—r 2 2\? e —T O
a o E a se T <0 — 5a se T <
e ( ) 1 _ a2
\ i=0
2
_ % |
1—a

L’uguaglianza [1] si ottiene dal cambiamento di indice k = i—7, mentre

la [2] discende dalla somma della serie 2 p = ﬁ, se |p| < 1.
Riassumendo:
- my(t) = 0;
- Ry(t+7,t) = IZ%QaM;
per cui, y(t) & stazionario in senso debole. A

Osservazione 2.1. E opportuno notare nell’analisi precedente si € considera-
ta la condizione iniziale del sistema all’istante t = —oo. Questo equivale a
considerare 'uscita a regime del sistema LTI, cioe a transitorio esaurito. Cio
¢ giustificato dal fatto che il sistema che ha generato y(t) ¢ asintoticamen-
te stabile, per cui, dopo un tempo sufficientemente lungo, I'influenza della
condizione iniziale sull’uscita diventa trascurabile. Se si desidera analizza-
re anche il transitorio (questo equivale a considerare la condizione iniziale

all'istante ¢ = 0), ['uscita y(t) ¢ un p.s. solo asintoticamente stazionario:

- lim my () e costante;

t—o0

- tlim R, (t + 7,t) dipende solo da 7.
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2.3 Analisi in frequenza

Sia x(t) un processo stocastico tempo-discreto, stazionario, con funzione
di covarianza Rg(7). Introduciamo alcuni utili strumenti per I'analisi dei

processi stocastici nel dominio della frequenza.

Definizione 2.10. Si definisce spettro del processo stocastico stazionario

x(t) la funzione di variabile complessa z € C:
= Z Ry(1)z"

Definizione 2.11. Si definisce densita spettrale di potenza, del processo sto-

castico stazionario z(t), lo spettro di z(t) calcolato lungo la circonferenza

+(e7) E Ry(T)e 7T,

T=—00

unitaria:

Si noti che, dalla definizione, segue che la densita spettrale di potenza e
una funzione periodica, di periodo 27, della variabile reale w. Per questo, ci
si limita a considerarla solo per w € [—m, 7.

Siano z(t) e y(t) due processi stocastici congiuntamente stazionari e sia

R4y (7) la loro funzione di cross-covarianza.

Definizione 2.12. Si definisce spettro incrociato dei processi stocastici z(t)

e y(t) la funzione di variabile complessa z € C:

Gy (2 Z Ray(T

T=—00

Lo spettro ¢,(z) di un p.s. x(t) e la trasformata z bilaterale della sua
funzione di covarianza.

Noto lo spettro di un p.s. x(t), & possibile risalire alla sua funzione di co-
varianza R,(7)? Nel seguito, § indica I'integrale di una funzione di variabile

complessa, calcolato lungo la circonferenza unitaria. Allora, calcoliamo:

k
pp 7{ b (2) 2" 12 (2.14)
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Poiché I'integrale va valutato lungo la circonferenza unitaria, possiamo porre

z = ¢ con w € [—m, 7. Da cui, dato che dz = je/*dw, la 2.14 diventa:
f% Shlgy — gbm(ejw)ejw(k 1) ejwdw
27?]
= —/ gbm(ejw)ej“’kdw

[dalla Def 2.11] / Z Ry (7)e 74T/ duw
e (2.15)

=5 2 Ra(7) /_ﬂe]w(k dw

t 1 Z R (7)2m0k—~

Si noti che la [1] dipende dal fatto che, n € N:

T 2r sen=0
/ e?"dw =
- 0 sen#0
mentre J; indica la delta di Kronecker:

1 sek=0
O0p = (2.16)
0 sek#0

Quindi, dallo spettro e sempre possibile calcolare la funzione di covarian-

Za:
1
Ra(r) = 5 f bu(x)27 Mz, TETL.

Equivalentemente, la funzione di covarianza puo essere ricavata anche a

partire dalla densita spettrale di potenza (vedi seconda uguaglianza in (2.15)):
1 i ) )
R.(7) = gy /_7r G () "dw, TEZXL.

Nel caso in cui 7 = 0, la relazione precedente diventa:

R, (0) = % /7r be(€7¥)dw. (2.17)
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La (2.17) fornisce una giustificazione della denominazione “densita spet-
trale di potenza” per la ¢,(e’*). Infatti, ricordando che R (0) corrisponde
proprio alla varianza del p.s. z(t) (e quindi alla potenza del segnale x(t)), la
¢.(e7?) descrive esattamente come si distribuisce la potenza di z(t) alle varie
frequenze.

Lo spettro e la densita spettrale godono delle seguenti proprieta:
L ¢u(2) = @7 (z71);

2. ¢a(€7) = gy (e77¥);

3. ¢u(e?) = 0;

4. Guy(2) = 51(2_1).

Dimostrazione

1. Direttamente dalla definizione di spettro, si ha:

¢z(2) = Z Ry(k)z" 0 Z RL(—k)z™" = [ ponendo 7 = —k]

k=—o00 k=—00

_ ( S R ) (zl)‘f) .

in cui la [1] deriva dalla Proprieta 1 a pag. 41 della funzione di cova-

rianza.
2. Si ottiene dalla precedente, ponendo z = /%,

3. Limitiamoci al caso scalare. Supponiamo inoltre (per semplicita), che
esistano due costanti reali C' > 0 e a € (0, 1) tali che |rg(7)] < Cal™l.
Dalla Proprieta 3 di pag. 41 della funzione di covarianza, si ha che la
matrice:

r2(0) rz(1) oo Te(N—1
PV) rm(.—l) rmFO) oo Tx(N—2)

ra(—N+1) ro(=N+2) ... r=(0)
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e semidefinita positiva. Questo significa che, preso un qualunque vet-
tore complesso v €TV, vale v*P(N)v > 0, in cui v* indica il trasposto

del vettore coniugato di v:

vt = [?71,172, NN ,UN].

Per cui, posto v = [1,271, ..., 27V |7 con z = ¢, segue:

1
o< (1L T P |
ra(0) £ ra(1)5 4t (N — 1)z N+
= % (1,2,...,2Y) re(—1) +72(0)z7" + (N — 2) N
Pa(—=N 4+ 1) 4+ 1g(=N +2)27 4 -+« + 75 (0)zNH!
- = Nr(0) + é(N ) (k)= + r(—k)2b)
_ % _NT(O) + kZN;N(r(k)zk +r(—k)k) — kﬁ; Er(R)2* (k)2
: kiNT(k)Zk - %i:}v k| 7 (k)="",

(2.18)

in cui la [1] discende dalla proprieta dei numeri complessi: e~iwk = e/vk,
mentre la [2] deriva dalla simmetria della funzione di covarianza (v.
equazione (2.8)). Consideriamo il modulo dell’ultima sommatoria nella

disuguaglianza precedente. Dalla disuguaglianza triangolare, segue:

1 N
) R (or
k=—N

1 N _k 1 al —k
<5 :ZN k] (k)= = NIFZNW (k)=

Ricordando che la relazione precedente vale per z = ¢/, e dal momento
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che |e?“| = 1, otteniamo:

1 & 1 &
NkZ_NWT(k)ew Sy Z |k |r (K

1 20 &
< — Z k| Calk! = —Zkak
Nk:—N N k=1

poiché, per ipotesi, |r(7)| < Cal™l. Vogliamo mostrare che la quantita

(2.19)

a destra (e di conseguenza il lato sinistro, essendo esso sempre positivo
o al piu nullo) della (2.19) tende a zero quando N tende all’infinito.

Per fare cio calcoliamo:
N N N N
(1 —04)2Zkrozk = Zkak - QQZkak+a2Zkak
k=1 k=1 k=1 k=1
N
=a+20"—20"+ ) [k—2(k—1)+k— 2o
k=3

—2N06N+1 + (N— 1)O(N+1 +NO(N+2
=a— (N+1)a¥ + N2,

Dividendo per (1 — «)? ambo i membri della precedente uguaglianza,

otteniamo:

Zk(x = .
(1 —04)2

Ricordando che, per ipotesi, 0 < a < 1, per N che tende all’infinito:

N ) o
2k = oy
e quindi: .
% Z ko* — 0.

Concludendo, valutando la (2.18) per z = e/ e lasciando tendere N

all’infinito otteniamo proprio la tesi:

o0

$a(€) = Y ra(k) > 0.

k=—o00
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4. Direttamente dalla definizione di spettro incrociato, si ha:

Gay(2) = Z Ry (k) 27F 4 Z Rzm(—k)z’k = [ ponendo 7 = —k]
k=—00 k=—o00
= < Z Ry (7) (Z_I)T> = ¢§m(2_1)>

in cui la [1] deriva dalla Proprieta 4 a pag. 42 della funzione di cross-

covarianza.

O
Nel caso in cui z(t) sia un processo stocastico scalare, il suo spettro soddisfa

la relazione:
Gz(2) = du(z7), (2.20)

mentre la densita spettrale ¢ una funzione simmetrica di w e sempre positiva

(o al piu nulla):

b (€)= ¢p(e77%), (2.21)
be(e7) >0, Vw. (2.22)

Ricordando che la densita spettrale € anche una funzione periodica di periodo

2w, la proprieta di simmetria consente di limitarci a studiarla nell’intervallo

[0, 7.

Esempio 2.2. Abbiamo visto che se z(t) & un processo stocastico bianco, la

sua funzione di covarianza vale:

o2 seT=0

Ry(1) = ’
0 se T # 0
Per cui, direttamente dalle definizioni di spettro e densita spettrale ottenia-

mo:

Oe(2) = 0:23, Vz eC,

b (e'¥) = o2 Vw € [—, 7).

@’
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Quindi, la densita spettrale di un p.s. bianco e costante. Cio vuol dire che la
potenza del segnale ¢ distribuita in egual misura a tutte le frequenze. Que-
sto spiega la denominazione “bianco” per siffatti processi, in analogia con la
luce bianca (che contiene tutti i “colori”, ossia tutte le frequenze, in egual

misura). A

Esempio 2.3. Si consideri il processo stocastico x(t), esponenzialmente

correlato, con funzione di covarianza:
Ry(1) = 02d", 1€, (2.23)

con |a| < 1. Desideriamo calcolare lo spettro e la densita spettrale di x(t).

Dalla definizione:

¢(2) = Z Ry(r)z"" = Z olall T
- —1 B e’}

=02 Z a T+ Z a727>
T=—00 7=0

=02 Z ak 2k + Z aTz_T>
k=1 7=0

=02 Z(az)’l‘C + Z (az™!)" = 1) :
k=0 7=0

Poiche la serie Z p* converge al valore ] , se |p| < 1, affinche entrambe
-p
k=0

le serie precedenti convergano occorre sia:

laz| < 1,

’az’ll < 1.

Le precedenti disuguaglianze definiscono una regione del piano ove lo spettro

converge:

1
la| < |z| < —.

lal
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In Figura 2.5 e rappresentata la regione del piano complesso entro cui le
serie convergono. Si puod notare come essa sia una corona circolare centrata

nell’origine e (dal momento che |a| < 1) contenente sempre la circonferenza

unitaria.

_ _ _ _ Circonferenza unitaria

Figura 2.5: Regione di convergenza dello spettro ¢, (z).

Nella regione in cui lo spettro converge, esso vale:

1 1
2
~ = —]_
¢a(2) U‘”(l—az+1—az—1 )

_os(l—ar'+1-az—1-ad’+azrtaz’) (2.24)
(1 —az71) (1 —az2)
o2(1 — a?)

- (1—az"1)(1—az)

Poiche la regione di convergenza contiene sempre la circonferenza unitaria, e

possibile calcolare la densita spettrale valutando I’espressione precedente per

2 = el
b (e79) og(l—a?) o2(1 — a?)
z\€ - : - = - -
(1 —ae 3%) (1 —ae?*) 1+ a?—a(e/® + e @) 5 95
o2(1 — a?) (2.25)

1+ a—2acosw’
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o : . N : eV 4 e
in cui, nell'ultima uguaglianza si ¢ usata la formula di Eulero cosw = ——

Si noti come lo spettro e la densita rispettino le proprieta 1-3 di pag. 56.

phi phi

Figura 2.6: Densita spettrale di un processo esponenzialmente correlato con

indice di correlazione a = 0.4 (a) e a = —0.4 (b).

In Figura 2.6 sono riportati i grafici della densita (2.25) per a = 0.4 e per
a = —0.4. Si osservi come, quando il coefficiente di correlazione e positivo,
la potenza del segnale sia concentrata a basse frequenze, mentre il contrario
accade per valori negativi di a. Questo vuol dire che, per valori positivi di
a, il processo, in media, presenta “minori oscillazioni”, rispetto al caso con a

negativo (vedi Paragrafo 2.2.4). A

2.4 Sistemi lineari stocastici

In questo paragrafo ci proponiamo di studiare cosa accade quando un proces-
so stocastico viene filtrato attraverso un sistema lineare tempo-invariante. In
particolare, concentreremo la nostra attenzione alla rappresentazione ingres-
so/uscita di sistemi LTI asintoticamente stabili, alimentati da p.s. stazionari.

Con riferimento alla Figura 2.7, sia:

G(z) =) gz (2.26)
k=0
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u(t) G(2) y(t)

Figura 2.7: Il p.s. y(t) € l'uscita di un sistema LTT avente in ingresso il p.s.

u(t).

la matrice di trasferimento di un sistema LTL? Vale a dire, G(z) ¢ la tra-
sformata zeta (monolatera) della risposta impulsiva {gx}72, del sistema in

esame. Ne consegue che 'uscita vale:
y(t) = grult — k), (2.27)
k=0

in cui u(t) ¢ il segnale posto in ingresso al sistema.

Nel caso in cui I'ingresso sia un processo stocastico, anche l'uscita sara
un processo stocastico. La relazione precedente lega le singole realizzazioni
dell’uscita alle singole realizzazioni dell’ingresso. Sarebbe piu utile ottenere
una descrizione delle proprieta statistiche del p.s. y(t) a partire da quelle

dellingresso u(t). Il seguente teorema fornisce la relazione cercata.

Teorema 4. Sia G(z) la matrice di trasferimento di un sistema LTI asinto-
ticamente stabile. Sia u(t) un processo stocastico stazionario con media M., €
spettro ¢, (z), posto in ingresso al sistema. Allora, l'uscita y(t) € un processo
stocastico asintoticamente stazionario. Indicati con my, e ¢,(2) la media e lo

spettro di y(t), si ha infatti:
1. my = G(1)my,;

2. ¢y(2) = G(2)u(2)GT (z71).

Inoltre, y(t) e u(t) sono congiuntamente stazionari con:

WE

3. Ryu(T) = Z GpRo (T — k), Ry(T) = Ry (T+k) gl{;'
k=0

i

0

In generale, se u € R™ e y € R?, allora G(z) € RP*™. Nel caso in cui m = p = 1,

G(z) € R prende il nome di funzione di trasferimento.
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4o dypu(2) = G(2)du(2),  y(2) = dyu(2)GT (271).

Dimostrazione

1. Utilizzando la (2.27) e sfruttando la linearita dell’operatore di valore

atteso, otteniamo:

S e 2
= B00] = 3o ltt 0] (o) o E 0
k=0 k=0
La [1] discende dalla stazionarieta del p.s. u(t), mentre la [2] deriva
dalla definizione di funzione di trasferimento (v. eq. (2.26)), e sfrutta

I'ipotesi di asintotica stabilita del sistema LTT.

2. Supponiamo, senza perdita di generalita, che m, = m, = 0 (altri-
menti quanto segue vale ugualmente considerando i segnali y(t) — m,,
e u(t) — my). Innanzitutto, verifichiamo che il p.s. di uscita y(t) e
asintoticamente stazionario. Abbiamo gia visto che (a regime) la sua
media e costante. Calcoliamo la funzione di covarianza a partire dalla

definizione e usando la (2.27):

Ry (t+T,1)

E (Z gru(t + 7 — k:))) <Z gru(t — l)))
ZngRu(T—k—l—l)ng.

k=0 1=0

Quindi, R, (t+ 7,t) = Ry(7), per cui y(t) & asintoticamente staziona-
rio, nel senso dell’Osservazione 2.1. Dall’espressione di R,,(7) € possibile

calcolare lo spettro di y(t):

¢y(2) = Z Ry(T)Z_T = Z (ZngRu (T—kﬁ-l)gf) 2T

T=—00 T=—00 \k=0 [=0

Notando che ¢ possibile riscrivere =7 = 2z~ (kD =k+ Pequazione
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precedente diventa:

o,(2)= ) <Z D gkRu (T —k+1) ng> A

T=—00 \ k=0 (=0

= [ponendo m =7 — k +

=3 Y R (m) g

m=—oo0 k=0 (=0

=Y gzt Y Ru(m)z™)y gl (=)
k=0 m=—o00 =0

= G(2)¢u(2)G" (=71,

in cui I'ultima uguaglianza deriva dalla (2.26) e dalla Definizione 2.10

di spettro.

3. Verifichiamo che y(t) ed u(t) sono congiuntamente stazionari:

(ngu (t+7—Fk ) ()]

_ngE (t+ 71— k)u’(t)]

Ry, (t+7,t) =

= ngRu (T — k) = Ryu (7).
k=0
4. Dall’espressione precedente di R,,,(7) discende immediatamente che:

Pyu(2) = Z (Z%R (r—k ) -

T=—00

= ngz_k < Z Ry (T — k) z_(T_k)>

k=0 T=—00

= 5" g u(2) = G(2)ul2).

Le altre relazioni presenti ai punti 3 e 4 si dimostrano in maniera del tutto

analoga. (l
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Alcune conseguenze notevoli del precedente teorema:

0y () = G()pu (7)) G (e77¥) (2.28)
Guy(2) = ¢, (271G (27) (2.29)
e nel caso scalare:
¢y(2) = G(2)G(27")u(2) (2.30)
by (e’) }G e } Pu () (2.31)
Guy(2) = G(27)¢u(2) (2.32)

Prendiamo in esame, ora, il caso particolare in cui il segnale di ingresso

u(t) sia un rumore bianco e(t), con media nulla e matrice di covarianza R.:

me = 0 (2.33)
R, sert=0

Re(1) = (2.34)
0 se T # 0

Indicando con y(t) 'uscita del sistema, si ha (v. eq. (2.28)):
o, () = G(e?*)R.GT (e77¥).

Antitrasformando secondo Fourier (vedi eq. (2.17)) si ha la seguente versione

del Teorema di Parseval:
/ b (@)dw = — [ GV R.GT(e ) dw,  (2.35)

che nel caso scalare diventa:

5 1
eor

Ry, (0) =0 ’ }G(ej“’)}Q dw. (2.36)

2.5 Modelli lineari di processi stocastici

In questo paragrafo, concentreremo la nostra attenzione sui processi stocastici

scalari, ottenuti filtrando linearmente rumore bianco. A tale scopo, sia e(t)
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e(t) G(2) y(t)

Figura 2.8: Classificazione di p.s. ottenuti filtrando rumore bianco.

un p.s. scalare, bianco, con media nulla e varianza o2, posto in ingresso ad
un sistema LTI. Si denoti con y(t) l'uscita di tale sistema (v. Figura 2.8).
Si e soliti classificare tali processi stocastici in funzione della struttura della

funzione di trasferimento G(z).

2.5.1 Processi MA

Si consideri il p.s. scalare y(t), soluzione dell’equazione alle differenze:
y(t) = coe(t) + cre(t — 1) + - - + cpe(t — m). (2.37)

Un p.s. generato in questo modo ¢ detto processo a media mobile di ordine
m (o moving average, MA(m)), poiche il segnale y(t) € la media pesata degli
ultimi m + 1 campioni del rumore bianco di ingresso e(t).

Dal momento che e(¢) ha media nulla, anche y(t) avra valor medio uguale

a zero:
my =Ey(t)] =cElet)]+aEe(t—1)]+ - +c,Ele(t —m)] =0.
Calcoliamo la varianza di y(t):

o2 =E [y(t)’] =E [(coe(t) + cre(t — 1) + -+ + cpe(t — m))?]

=(g+ci+ - +c)os

in cui 'ultima uguaglianza deriva dalla proprieta del rumore bianco:

O'z se tl = tQ
E [e(t1)e(ts)] =

. (2.38)
0 se tl 7é tQ
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Infine, calcoliamo la funzione di covarianza per un generico 7 > 0:

Ry(1) = Efy(t + )y (t)]
=E[(ce(t+7)+cre(t+7—1)+ -+ cpe(t+7—m)) x
X (coe(t) + cre(t — 1) + - - - + cme(t —m))].

Ancora una volta, dato che e(t) ¢ un rumore bianco, gli unici prodotti che

cm Cm—1 €1 €0 U(t)
t—m t—m+1 t—1 t
Cm Cm—1 c1 co /l/(t + 1)
t—m+1 t—m+42 t t+1
cm Cm—1 c1 co U(t +m — 1)
t—1 t t+m—2 t+m—1

Cm Cm—1 c1 <o U(t + m)
t t+1 t+m—1 t+m

Figura 2.9: Calcolo della funzione di covarianza di un processo MA(m).

danno luogo ad un valore atteso non nullo, sono quelli che coinvolgono il
segnale e preso allo stesso istante: e(f)e(f). Quindi, con riferimento alla Fi-

gura 2.9, si ha:

7 Ry(7)
(0100 + Cocp + -0 CmCmfl)O'g
2 (caco + 301 + - + CuCm_2)0>
m—1 (Cm_1Co + Cme1)02
m CmCo02

Infine, se 7 > m, la funzione di covarianza ¢ identicamente uguale a zero.
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Interpretando 2! come 'operatore di ritardo unitario®,tale che
zla(t) = ot — 1),

¢ immediato ricavare la funzione di trasferimento del filtro che genera il p.s.

y(t) a partire dallingresso e(t). Infatti, la (2.37) puo essere riscritta come:
y(t) = C(z)e(t), con C(z) =co+crzt +-+epz ™

Per cui, moltiplicando e dividendo il polinomio C(z) per 2™, la funzione di

trasferimento che lega e(t) a y(t) corrisponde a:

m m—1
G(Z):C(Z):COZ + iz + +cm’

Zm

e possiede tutti i poli nell’origine. Il sistema rappresentato dalla funzione
di trasferimento G(z), quindi, ¢ sempre asintoticamente stabile. Per cui, in
virtu del Teorema 4, y(t) ¢ asintoticamente stazionario.

Riassumendo, un p.s. y(t) a media mobile di ordine m, MA(m) presenta

le seguenti caratteristiche:
e ¢ un p.s. asintoticamente stazionario;
e ha valor medio nullo, m, = 0 (se e(t) ha media nulla);

e a regime, la sua funzione di covarianza vale:

m

Z CCh—|r| o2 se |T|<m
Ry(r) = k=|7|

0 se |T] >m

ciog, le v.a. y(t1) e y(t9) sono rigorosamente incorrelate, se distano piu di m

istanti di tempo, [t; — ta| > m.

3Si tratta in realtd di un abuso di notazione, in quanto cosi facendo z denota sia
Poperatore di anticipo, z z(t) = xz(t+1), sia la variabile complessa del dominio trasformato
in cui sono definiti gli spettri dei processi stocastici di interesse, vedi Definizioni 2.10 e

2.12. 1l significato sara tuttavia chiaro di volta in volta, a seconda del contesto considerato.
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Esempio 2.4. Si consideri il p.s. MA(1):
1
y(t) = elt) + gelt — 1)

con e(t) rumore bianco, a media nulla e varianza o2 = 1.
Dal momento che e(t) € a media nulla, anche m,, = 0.

Calcoliamo la varianza di y(t):

in cui la [1] deriva dalla proprieta del rumore bianco (2.38). La funzione di

covarianza di y(t) vale:

e lo stesso accade per Ry(7), 7 > 2 Riassumendo:

se |7 =0

Ry(7) = se 1] =1.

S NI o

se |7| >1



2.5. MODELLI LINEARI DI PROCESSI STOCASTICI 71

Nel caso di p.s. MA, ¢ immediato calcolare lo spettro e la densita spettrale,

direttamente dalle Definizioni 2.10-2.11:

5 1 _ 1
¢y(z) = 1 + 52 ! + 52,
. 5 1 . 1 .
Qﬁy(e]w) = Z + 567]“) + §€Jw (239)
5 el 4 eI
— Z ‘f‘ f (240)
5
=1 + cosw, (2.41)

Osservazione 2.2. Si noti che si perviene agli stessi risultati, applicando il

Teorema 4. Infatti, essendo la funzione di trasferimento da e(t) a y(t):
el

z

G(2)
e lo spettro e la densita spettrale del segnale di ingresso e(t):

be(z) = ¢e(e) = 1,

lo spettro e la densita spettrale del segnale di uscita y(¢) risultano:

1 1 1
6y(2) = G()G(T) =1+ 7+ 527 +32 (2.42)
1, 1
_ 5.1 1 2.4
1 + 2,2 + 22’, ( 3)
ejw _'_ l 2
ay() = |G| = | =52 244
g 4 12 2
:#g — + cosw + jJsinw (2.45)
p 2
) 2
= (5 + cos w) +sin®w (2.46)
1 2 -2
=3 + cos” w + cosw + sin® w (2.47)
5}
= +oosw, (2.48)

in cui si sono sfruttate in [1] le relazioni [¢’*| =1 e €/* = cosw + jsinw.
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2.5.2 Processi AR

Si consideri il p.s. scalare y(t), soluzione dell’equazione alle differenze:
y() +ary(t — 1) + -+ a.y(t —n) = e(t). (2.49)

Un p.s. generato in questo modo ¢ detto processo auto-regressivo di ordine
n (o auto regressive, AR(n)).

Ancora una volta, interpretando z~! come 'operatore di ritardo unitario,
¢ immediato ricavare la funzione di trasferimento del filtro che genera il p.s.

y(t) a partire dallingresso e(t). Infatti, la (2.49) puo essere riscritta come:
A(2)y(t) = e(t), con A(z) =1+ a2 ' 4+ +az ™
Per cui, moltiplicando e dividendo il polinomio A(z) per 2", la funzione di

trasferimento che lega e(t) a y(t) corrisponde a:

1 2"
G(z) = = :
() A(z) 2"+ a2zt + - +a,

Se le radici del polinomio A(z) hanno modulo strettamente minore di uno, il
sistema rappresentato dalla funzione di trasferimento G(z) ¢ asintoticamente
stabile. Per cui, in virtu del Teorema 4, y(¢) ¢ un p.s. asintoticamente
stazionario.*

Si consideri, ora, la risposta impulsiva {g;}>, del sistema LTI che ge-
nera il p.s. y(t) a partire da e(t). Come ¢ noto, essa ¢ l'antitrasformata Z

(monolatera) della funzione di trasferimento G(z) (vedi eq. (2.26)):

gr =2 {G(2)}.

L’uscita, quindi, varra (vedi eq. (2.27)):

y(t) = gme(t —m). (2.50)

4Nella discussione che segue, considereremo il valore a regime del segnale y(t), cioe a

transitorio esaurito (v. Osservazione 2.1).
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La precedente relazione mostra come un p.s. auto-regressivo possa sempre
essere visto come un p.s. a media mobile con infiniti coefficienti.

Segue che:

By(1)] = ng) e
E[y(t)’] = Zmﬁ) oL,

Ely(t+7)y@)] = ngJrTgk) o,

in cui, oltre alla linearita dell’operatore di valore atteso, si e sfruttata la
proprieta di bianchezza del segnale e(t) (vedi eq. (2.38)). Si noti che le
sommatorie precedenti convergono se e solo se la G(z) ¢ asintoticamente
stabile, cioe se e solo se il polinomio A(z) possiede tutte le radici all’interno

del cerchio unitario.

Esempio 2.5. Si consideri il p.s. AR(1):
1
(t) — gyl —1) = (1)
con e(t) rumore bianco, a media nulla e varianza o2 = 1.
Si e gia calcolato (vedi Esempio 2.1 di pag. 51) che la funzione di cova-

rianza di un generico processo AR(1):

y(t) = ay(t — 1) +e(t)

vale:
R,(T) = e _qll
Per cui, nell’esempio in esame, a = 0.5 e:

4
Ry(T) = §O5|T|

Inoltre, nell’Esempio 2.3, abbiamo calcolato lo spettro e la densita spettrale

per un generico p.s. AR(1). In questo caso (a = 0.5 ¢ 02 = 3, vedi eq. (2.23))

si ha:
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o 1
P (€') = g—.
3 —cosw

Esaminando I'Esempio 2.1, si puo notare come il calcolo dello spettro
(o della densita spettrale) a partire dalla definizione possa essere alquanto
laborioso, anche in un caso semplice come quello in esame. Per questo puo
essere conveniente utilizzare il Teorema 4. Infatti, le relazioni (2.30)-(2.31)
consentono agevolmente di ricavare ¢,(z) e ¢,(e’*), senza dover necessaria-
mente passare attraverso il calcolo della funzione di covarianza o il calcolo
delle somme infinite che appaiono nelle definizioni di spettro e densita.

Esiste un metodo algoritmico, che va sotto il nome di Equazioni di Yule-
Walker, che consente di calcolare in maniera ricorsiva il valore della funzione
di covarianza di un p.s. AR di ordine arbitrario. Consideriamo un p.s. AR(n)

scalare; per 7 > 0, si ottiene dalla (2.49):
Ely(t —7)(y(t) + ary(t = 1) + -+ any(t —n))] = E[y(t —7)e(t)]. (2.51)

Consideriamo il primo membro della precedente uguaglianza. Svolgendo il

prodotto e ricordando che R,(7) = R, (—7), € possibile riscriverlo come:
Ry(t)+aiRy(t—1)+ -+ a,Ry (71 —n)

Si noti che il p.s. y ad un generico istante ¢ dipende da tutti e soli i valori
assunti dal rumore bianco e fino all’istante ¢, ma non dai valori futuri di e
(eq. (2.50)). Inoltre, poiche e(t) ¢ bianco, vale la proprieta (2.38). Quindi,
ricordando che si sta considerando 7 > 0, il secondo membro della (2.51),

vale:

o2 set=0

Efy(t —7)e(t) =4 °
0 seT >0

Per cui, la (2.51) diventa:

[\

o; seT=0

Ry(t)+aiRy(r—1)+ -+ a,Ry(1—n)= (2.52)

0 seT >0
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Riscriviamo la relazione precedente (ancora, utilizzando la proprieta R, (1) =
Ry(—7)) per 7=0,1,...,n:

Ry (0) +a1Ry (1) + -+ + anly (n) = og
Ry(1)+a1Ry (0)+ -+ a,Ry(n—1)=0

Ry(n)+a1Ry(n—1)+---4+a,R, (0) =0

o, in forma matriciale,

1 a as ... Quo1 Gy R, (0) o2
a; 1+ ay as . a, O Ry (1) 0
as a1 +az l1+ag ... 0 0 R, (2)
p-1 Qp_o+ Ay Ap_z ... 1 0 Ry (n—1) 0
ay, 1 Gpo ... a 1 R, (n)
Risolvendo il precedente sistema algebrico, si ricavano Ry, (0), Ry (1),..., Ry (n)

e, in seguito, dalla (2.52) si puo calcolare:
Ry(t) = —a1Ry (1 — 1) — - —a,Ry (T — )

per 7 > n. Un notevole vantaggio che offrono le equazioni di Yule-Walker ai
fini del calcolo della funzione di covarianza, ¢ rappresentato dalla possibilita

di implementare tale metodo mediante un semplice programma di calcolo.

2.5.3 Processi ARMA

Si consideri il p.s. scalare y(t), soluzione dell’equazione alle differenze:
y(t)+ary(t—1)+- - -+a,y(t—n) = cpe(t)+cre(t—1)+- - -+cpe(t—m). (2.53)

Un p.s. generato in questo modo e detto processo auto-regressivo a media
mobile di ordine (n,m) (o auto regressive moving average, ARMA(n,m)),
poiché T'uscita contiene una componente auto-regressiva ed una a media

mobile.
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In termini di funzioni di trasferimento, la (2.53) puo essere riscritta come:

con:
AR)=1+az '+ +a,z" e C)=coterzt+ - +epz ™

Ancora una volta, dividendo i polinomi A(z) e C(z) per 2", la funzione di

trasferimento che lega e(t) a y(t) corrisponde a:

C(z)  coz"+ec1z" 4 4 cpz™™™
A(z) a2+ ta,

Se le radici del polinomio A(z) hanno modulo strettamente minore di uno, il
sistema rappresentato dalla funzione di trasferimento G(z) ¢ asintoticamente

stabile. Per cui, in virtu del Teorema 4, y(t) ¢ asintoticamente stazionario.

Esempio 2.6. Si consideri il p.s. ARMA(1,1):
y(t) — 0.9y(t — 1) = e(t) + 0.5e(t — 1), (2.54)

con e(t) rumore bianco, a media nulla e varianza o2 = 1.
Poiché 1'unica radice di A(z) =1—-0.9z7"1¢p, =09 e |p1] <1, il ps.

y(t) & asintoticamente stazionario. Inoltre, dal Teorema 4:
my = G(1)me = 0.

Calcoliamo la funzione di covarianza R, (7).

Ry (0) = E [y()?] L B[y(t) (0.95(t — 1) + e(t) + 0.5¢(t — 1))]

= 0.9Ry (1) + Rye (0) + 0.5R (1)

(2.55)

in cui la [1] discende dalla (2.54). Analogamente:

Ry (1) =E[y)y(t — D] =E[(0.9y(t — 1) +e(t) + 0.5e(t — 1)) y(t — 1)]
= 0.9R, (0) + Rye (—1) 4+ 0.5R,c (0).



2.5. MODELLI LINEARI DI PROCESSI STOCASTICI 7

Poiché il p.s. y all’istante ¢ dipende solo dai valori assunti da e fino all’istante

t e non da quelli futuri (dall’eq. (2.54) e poiché e ¢ bianco) si ha:
Rye(1) =0, set <0.
Per cui:
R, (1) = 0.9R, (0) + 0.5Rye (0) (2.56)
Occorre calcolare Rye (0) e Rye (1):

Rye (0) = Efy(t)e(t)] = E[(0.9y(t = 1) + e(t) + 0.5e(t — 1)) e(?)]
= ai =1,
Rye (1) =Ey(t)e(t —1)] = E[(0.9y(t — 1) + e(t) + 0.5¢(t — 1)) e(t — 1)]
= 0.9Rye (0) + 0.502 = 1.4,
dal momento che Ry (—1) = 0 e R, (1) = 0 poiché e(t) & bianco. Sostituendo

le espressioni precedenti nelle (2.55)-(2.56), otteniamo il sistema algebrico:
R, (0) = 0.9R, (1) =17
—0.9R, (0) + R, (1) =0.5

che risolto da:

R,(0)=1132 e R,(1)=10.68.
Infine, se 7 > 2:
Ry(r) =E[y(t)y(t — 7)] = E[(0.9y(t — 1) + e(t) + 0.5e(t — 1)) y(t — 7)]
=09R, (1 —1),

poiché Rye (1) =0, se [ < 0. Concludendo:

11.32 se 7=0
10.68 0.9"1-1  se |7 >1
Per calcolare lo spettro e la densita spettrale conviene, come gia accennato
in precedenza, utilizzare i risultati forniti dal Teorema 4. Per cui:

(1+0.52")(1 4 0.52)
(1-0.92"1)(1 - 0.92)

0y(2) = G(2)G (2 )ge(2) =
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2 1.25 4+ cosw

T 181 — 1.8cosw’

(1+0.5¢™)
(1 —0.9e/v)

0y(c) = |G 6u() = ]

Analogamente a quanto visto nel caso AR, ¢ possibile modificare legger-
mente le Equazioni di Yule- Walker per calcolare ricorsivamente il valore della
funzione di covarianza di un generico processo ARMA. Consideriamo, quindi,
un p.s. ARMA (n,m) scalare. Per 7 > 0, dalla (2.53) si ha:

Efy(t —m)(y(t) +ay(t — 1)+ +any(t —n))] =

(2.57)
E[y(t — 7)(coe(t) + cre(t — 1) + - - - + cpe(t — m))].

Svolgendo i prodotti, si ottiene:

Ry(T)+a1Ry (T — 1)+ - -+anRy (T — 1) = coRey (T)+C1Rey (T — 1)+ - -4cmBRey (T —m).
(2.58)

In questo caso, cosl come e stato fatto nell’Esempio 2.6, occorre procedere
prima al calcolo della funzione di covarianza incrociata Rey(7). Dalla (2.53)

si ha:

Ele(t —7)(y(t) + ary(t = 1) + -+ any(t —n))] =

(2.59)
E[e(t — 7)(coe(t) + cre(t — 1) + - - - + cpe(t — m))] .

Svolgendo i prodotti, si ottiene:

Rey (—7) + @1 Rey (—7 + 1) + -+ + apRey (=7 +n) = 02(6,¢0 + 67161 + -+ + Gr—mCm),
(2.60)

dove d, rappresenta la delta di Kronecker (v. eq. (2.16)).

Ora, osservando che Rey(7) = 0 se 7 > 0 (vedi considerazioni nell’Esem-
pio 2.6), 'equazione (2.60) valutata, nell’ordine, per 7 = 0, 1, ..., m consente
di calcolare Rey(7) per 7 = 0,—1,..., —m. A questo punto, tramite la (2.58),

e possibile calcolare la R, (7).
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2.6 Processi ergodici

Supponiamo di osservare una singola realizzazione, Z(t), di un processo sto-
castico stazionario, x(t). Quali informazioni circa le proprieta statistiche di
z(t) (ad es. media e funzione di covarianza) ¢ possibile trarre?

Un p.s. stazionario si dice ergodico se le sue statistiche possono essere
determinate a partire da una singola realizzazione, o, equivalentemente, se le
“medie temporali” (calcolate su una singola realizzazione) coincidono con le
“medie d’insieme” (i valori attesi).

Per giungere ad una definizione rigorosa di ergodicita, occorre innanzitut-
to specificare cosa si intende per medie temporali. Limitandoci ai momenti
del primo e secondo ordine, definiamo, a partire da una singola realizzazione

z(t), la media campionaria:

N
1

ny =— Y It 2.61
mE = 5 L) (2.61)

e la covartanza campionaria:

1 N—T1

RY(r) = ~ (Z(t+7) — Mg)(Z(t) — mg)” (2.62)

-7

4~
Il
—

Definizione 2.13. Un p.s. stazionario z(t) si dice ergodico se:

Jim. mh = E[z(t)] = mg (2.63)
]\}LmOO RY(7) =E [(z(t + ) — mg)(x(t) — ma)"| = Ra(7) (2.64)

2.7 Esercizi

2.1. Si consideri il p.s. z(t) ottenuto dalla somma di due p.s. z(t), y(t):

2(t) = (1) +y(1),



80 CAPITOLO 2. PROCESSI STOCASTICI

E [2(1)] = ma;
E [y(t)] = my;
E [(2(t) — mg)(2(t) —ma)"] = Ra(7);
E [(y(t) - my)(y(t) - my)T} = Ry(7)5
E [(2(t) — ma)(y(t) —my)"] = Ray(7)
Si verifichi che:
o Ro(7) = Ra(7) + Ry(7) + Ray(7) + Rya(T);
® 0:(2) = 9a(2) + y(2) + day(2) + dya(2).
Cosa accade se z(t) e y(t) sono incorrelati?
2.2. Dire quali tra le seguenti funzioni R;(7), ¢ = 1,...,3 puo essere inter-

pretata come la funzione di covarianza di un processo stocastico stazionario,
giustificando la risposta. Dire di che tipo di processo potrebbe trattarsi e

quanto vale la sua varianza.

R1(0) =—1 Ry(0) = R3(0) =1

Ri(£1) =05  Ro(£1) =05 Ry(1) = 0.5

Ri(t)=0|r|>1 Rs(r)=0, |7]| >1 R3(—1)=0.7
R3(t) =0, |7| > 1

2.3. Si consideri il processo MA(2):
y(t) =e(t) +2e(t — 1) +e(t — 2), e~WN(0,1).

Dopo aver calcolato il valore atteso Ely(t)] e la funzione di covarianza
R, (t1,t2), verificare che il processo y(t) € stazionario (in senso debole).
Calcolare, inoltre, la funzione di trasferimento da e(t) a y(t), la densita

spettrale o, (e7) e rappresentare graficamente 'andamento di quest’ultima.

2.4. Si consideri lo schema a blocchi rappresentato in Fig. 2.10, dove:
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e1(t) G(2) ) y(t)

Figura 2.10.

ed e; ¢ un rumore bianco di varianza unitaria, e; ~ WN(0,1).
Calcolare il valore atteso e la densita spettrale del processo y(-) nei

seguenti casi:
a) ex(-) =0, Vi;
b) ex(-) ~ WN(0,1) indipendente da e (-);
c) es(y) = en(t), Vt.
2.5. Si consideri il seguente processo stocastico tempo discreto:
y(t) =03y(t — 1) +e(t) +0.6e(t — 1)
dove e(t) ¢ un rumore bianco con media nulla e varianza o2 = 2.
a) Calcolare la funzione di trasferimento G(z) da e(t) a y(t).

b) Spiegare perché y(t) € un processo stocastico asintoticamente staziona-

I10.

c¢) Calcolare il valore atteso E[y(t)] e la funzione di covarianza R, (7) del

processo y(t) a regime.

d) Calcolare lo spettro @,(z) e la densita spettrale ®,(e’*) del processo
y(t).

2.6. Si consideri un processo stocastico stazionario y(t) con funzione di cova-
rianza R, (7). La funzione di covarianza normalizzata (r,(7) = R,(7)/R,(0))

¢ rappresentata in Fig. 2.11.
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08
06 o
04

0.2r- e]

Figura 2.11.

1. Stabilire quale, fra i seguenti modelli, ha generato il processo y(-):

a) y(t) =e(t) +0.5e(t — 1) + 1.8e(t — 2)
b) y(t) =0.7y(t — 1) +e(t) +e(t — 1)
c) y(t) = —0.7Ty(t — 1) +e(t) +e(t — 1)

dove e ~ WN(0,1).
2. Rappresentare graficamente 'andamento della densita spettrale ¢, (e7*)

2.7. Si consideri il processo stocastico tempo discreto y(t) generato come

rappresentato in Figura 2.12, dove l'ingresso u(t) ¢ un processo stocastico

tale che u(t) = e(t) +2e(t —1) e G(z2) = 11051
v(t)

ut) . oy | v

Figura 2.12.

Supponendo che e(t) e v(t) siano due rumori bianchi gaussiani scorrelati a

2 = 1¢ o2

media nulla e varianza o .

= 2, rispettivamente, determinare la

densita spettrale ¢, (e’*) del processo y(t) e tracciarne il grafico.



Capitolo 3
Teoria della stima

In questo capitolo vengono presentati alcuni elementi di base della teoria
della stima. In un problema di stima, l'obiettivo ¢ quello di determinare il
valore di una grandezza incognita, sulla base di informazioni relative ad altre
grandezze ad essa legate.

In funzione del tipo di informazione a priori disponibile sulla grandezza

incognita da stimare, si distinguono due possibili scenari:

e Stima parametrica;

e Stima Bayesiana.

Alla stima parametrica sono dedicati i paragrafi 3.1-3.4, mentre il paragrafo

3.5 e dedicato all’approccio Bayesiano.

3.1 Stima parametrica

In un contesto di stima parametrica, ci si propone di stimare il valore di

una grandezza deterministica @ sulla base di un certo numero di osservazioni,

Yi,---Yn-

3.1.1 Formulazione del problema.

Siano:

83
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- # € © C R”, un vettore incognito di parametri;

-y = (y,...y,)" € Y C R" un vettore aleatorio di osservazioni (o

misure);

6 6 . . . . . . LN . [ EVEY
- Iy (y), fyy (y) le funzioni di distribuzione e densita di probabilita del

vettore delle osservazioni y, dipendenti dal vettore incognito 6.

L’insieme O, in cui assume valori il vettore dei parametri 6, prende il
nome di spazio dei parametri. Esso rappresenta tutta l'informazione a priori
disponibile sui possibili valori del vettore #. Nel caso limite in cui nulla sia
noto circa i valori ammissibili dei parametri, © = R?.

L’insieme ), in cui assume valori il vettore delle osservazioni y, prende il
nome di spazio delle osservazioni. Si assume che la distribuzione Fg (y) (o,
equivalentemente, la densita fg (y)) delle osservazioni abbia forma funzionale
nota, ma dipenda da un certo numero di parametri incogniti (il vettore ).

Terminologia. D’ora in avanti, con il termine parametro si indichera la
grandezza incognita da stimare #, anche nel caso in cui essa sia una grandezza
vettoriale.

Un problema di stima parametrica puo essere formulato nel seguente

modo.

“Stimare il parametro incognito 6 € O, sulla base di un’osserva-

zione y della variabile aleatoria y € J.”

Definizione 3.1. Uno stimatore T del parametro incognito 6 € una funzione

che mappa lo spazio delle osservazioni nello spazio dei parametri:
T:Y — 0.

Il valore § = T(y), assunto dallo stimatore in corrispondenza dell’osservazione

y =y, prende il nome di stima di 6.

Uno stimatore 7'(-), quindi, definisce una regola in base alla quale, se
si osserva la realizzazione y per il vettore delle misure y, si stima 6 con la

quantita § = T(y).
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Si noti che 4 puo essere vista come una realizzazione della variabile alea-
toria T'(y); in altre parole, poiché T'(y) € una funzione della v.a. y, la stima

0 ¢ essa stessa una variabile aleatoria.

3.1.2 Proprieta di uno stimatore

Ovviamente, in base alla Definizione 3.1, la classe dei possibili stimatori
e infinita. Per caratterizzare, quindi, la “bonta” di uno stimatore e utile

introdurre alcune proprieta che lo caratterizzano.

Correttezza

Innanzitutto, sarebbe desiderabile che il valore § = T(y) fornito da uno
stimatore 7'() coincidesse con il valore vero del parametro, . Dal momento

che la stima 6 ¢ una v.a., ¢ ragionevole richiedere che questo accada in media.

Definizione 3.2. Uno stimatore T'(y) del parametro 6 si dice corretto (o,
non polarizzato) se
E’[T(y)] =06, V0co. (3.1)

Nella precedente definizione si ¢ utilizzata la notazione E’[], in cui si
evidenzia la dipendenza del valore atteso di T'(y) dal parametro incognito 6,
dal momento che la d.d.p. di y dipende, per ipotesi, da 6 stesso.

La condizione (3.1) di non polarizzazione assicura che, in media, lo stima-
tore T non ha errori sistematici. Vale a dire, T' non sovrastima né sottostima

il parametro ¢, in media (v. Figura 3.1).

Esempio 3.1. Siano vy, ...,y,, variabili aleatorie identicamente distribuite

(i.d.) con valor medio m. La quantita:

Yy =

> 32)

S|+

prende il nome di media campionaria. E immediato verificare che y € uno

stimatore non polarizzato di m. Infatti, per la linearita dell’operatore di
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corretto

polarizzato /

7

Figura 3.1: Densita di probabilita di uno stimatore corretto e di uno

polarizzato.

valore atteso, si ha:

1 & 1 & 1 &
E;inIE;E[%]:Egm:m'

Esempio 3.2. Siano y,, ..., y,, variabili aleatorie scalari, indipendenti, iden-

ticamente distribuite (i.i.d.) con valor medio m e varianza 2. La quantita:
o1 12
Gp=—> (y;~ )
i=1

¢ uno stimatore polarizzato della varianza 2. Infatti, dalla (3.2), si ha:

2
1 — 1 —
11 [
(€ Z%)

2
1 Lo ( " )
o L=n?

=1 ]:1
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Ma:

E (n(yi —m) =) (y;— m)> =n’E [(y; — m)’]

J=1

n

(= m) > (y; —m)

1

" 2
—2nE +E ( (y; — m))
j=1

2

=n%0? — 2no? + no

=n(n—1)o®

poiché, per l'ipotesi di indipendenza, E [(yl —m)(y,; — m)} =0se1 # j.
Quindi:

E 5] = l;%n(n—l)f: n;102 # o°.

Esempio 3.3. Siano y, ..., y,, variabili aleatorie scalari, indipendenti, iden-
ticamente distribuite (i.i.d.) con valor medio m e varianza ¢?. La quantita:

n

2 _ 1 —\2

i=1

prende il nome di varianza campionaria. E immediato verificare che S? &

uno stimatore non polarizzato della varianza o2. Infatti, notando che:

n
SZ — ~2
n—1"v
segue immediatamente che:
n n n—1
E [S%] = E [62] = 2 =02
[ ] n—1 [Jy} n—1 n _ °

Si noti che, se T'(-) € uno stimatore non polarizzato di 6, allora g(7'(-))
non ¢ uno stimatore non polarizzato di g(#), a meno che g(-) non sia una

funzione lineare.
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Consistenza

Un’altra proprieta desiderabile di uno stimatore e che questo fornisca una
stima che “si avvicina sempre piu” al vettore vero di parametri 6, al crescere

del numero di misure.

Definizione 3.3. Sia {y,}:2, una successione di v.a. La successione di stima-
tori T,, = T(y4, .. .,y,) si dice consistente per il parametro 6 se T,, converge

a 6 in probabilita, per ogni 6. Cioe, se:

lim P (|7, —0|| >¢) =0, Ve>0,V0ecO.

Figura 3.2: Densita di probabilita di uno stimatore consistente.

Si noti che la consistenza € una proprieta asintotica di uno stimatore. Essa
garantisce che, al tendere all’infinito del numero di misure, la probabilita che
la stima fornita sia diversa dal valore vero tende a zero (v. Figura 3.2). Il
seguente Teorema fornisce una condizione sufficiente per la consistenza di

una sequenza di stimatori.

Teorema 5. Sia T}, una sequenza di stimatori corretti del parametro scalare
0:
E[T,]=0, Vn, V0c©O.
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Se:
lim E [(T,, — 0)*] =0,

n—oo

allora la sequenza T, é consistente.

Dimostrazione

Per una generica v.a. x, vale la disequaglianza di Chebishev
1
P(lx —mg| >¢) < €—2E [(x —ma)?] .

Percio si ha
. o1
lim P (|7, — 0| >¢) lim <E [(T, —0)*],
n—o0 n—oo &
da cui il risultato segue immediatamente. U
Quindi, affinché una sequenza di stimatori non polarizzati sia consistente e
sufficiente che la varianza delle stime tenda a zero, al crescere del numero di

misure.

Esempio 3.4. Siano y,,...,y, variabili aleatorie indipendenti e identica-
mente distribuite (i.i.d.) con valor medio m e varianza o?. Nell’Esempio 3.1

si e visto come la media campionaria:

n

52%2%

i=1
sia uno stimatore non polarizzato della media m. Mostriamo, ora, che essa ¢

anche uno stimatore consistente per m. Infatti, la varianza della stima vale:

Var(g) = B[(g —m)?] = E (% Z v, - m)

- e (Z@i—m)) -7

i=1

dal momento che le v.a. y, sono indipendenti. Quindi:

o2
Var(y) = — — 0 pern — o0
n

e, in virtu del Teorema 5, la media campionaria ¥y risulta essere uno stimatore

consistente per il valor medio m. A
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Errore quadratico medio

Una misura della bonta della stima fornita da uno stimatore e [’errore qua-
dratico medio. Per semplificare la trattazione, nel seguito sara considerato il
caso di un parametro scalare (f € R). L’estensione al caso di un vettore di

parametri ¢ comunque immediata.
Definizione 3.4. Si definisce errore quadratico medio la quantita:
E’[(T(y) - 6)°]

Si osservi che, se uno stimatore e corretto, allora I’errore quadratico medio

coincide con la varianza della stima.

Definizione 3.5. Siano 7} (-) e T»(-) due stimatori del parametro ¢. Allora,
T:(+) si dice preferibile a T(+) se:

E’ [(Ti(y) — 0)’] <E’[(Tv(y) —0)°], V9O

La precedente definizione, in maniera del tutto naturale, afferma che
fra due stimatori ¢ preferibile utilizzare quello con errore quadratico medio

minore.

3.1.3 Stima non polarizzata a minima varianza

Nel seguito, restringendo la nostra attenzione alla classe degli stimatori cor-

retti, andremo alla ricerca di quello, se esiste, con minima varianza.

Definizione 3.6. Uno stimatore corretto 77(+) del parametro scalare 6 ¢ det-
to a minima varianza (0 UMVUE, Uniformly Minimum Variance Unbiased

Estimator) se:
E’ [(T*(y) — 0)’] <E’[(T(y)—0)’], ¥WeO (3.3)
per ogni stimatore corretto 7'(-) di 6.

Si noti che, affinché uno stimatore sia UMVUE, occorre che:



3.1. STIMA PARAMETRICA 91

e sia non polarizzato (Unbiased);

e abbia la varianza minore, fra tutti gli stimatori non polarizzati (Mini-

mum Variance);

e la precedente condizione valga per qualunque valore del parametro 6

(Uniformly).

Sfortunatamente, esistono numerosi problemi per cui non esiste lo sti-
matore UMV UE. Per tale motivo, spesso si ricorre a classi piu ristrette di

stimatori. Si consideri la classe degli stimatori lineari, ossia del tipo:

T(y) =) ay, (3.4)
i=1
con a; € R.

Definizione 3.7. Uno stimatore lineare corretto 7%(-) del parametro scalare
6 viene detto BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) se:

E’[(T*(y) - 0)’] <E'[(T(y) - 0)°], Weo
per ogni stimatore lineare corretto 7'(+) di 6.

A differenza dello stimatore UMVUE, lo stimatore BLUE ha una forma
semplice e fissata (si tratta solo di determinare i coefficienti ottimi a;), per

cui il suo calcolo risulta molto piu agevole.

Esempio 3.5. Siano y, variabili aleatorie indipendenti, con media m e va-
rianza o2, i = 1,...,n. Si desidera calcolare lo stimatore BLUE di m. Dal
momento che lo stimatore deve essere lineare esso avra la forma descritta

nell’eq. (3.4). Affinché T'() sia non polarizzato, occorre che sia:

iaiyi] = i a;E’ [y;,] =m iai =m
i=1

i=1 i=1

E'[I(y)] = E’

Per cui, occorre che sia:

iai =1 (3.5)
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Ora, tra tutti gli stimatori della forma (3.4), con i coefficienti a; che verificano
la (3.5), occorre determinare quello a minima varianza. Dal momento che le

osservazioni y,; sono indipendenti, la varianza di T'(y) vale:

n

E’ [(T(y) — m)2] = E (Zl a;y; — m) = Za?af.

i=1
Per cui, il calcolo dello stimatore BLUE si riduce a risolvere il seguente

problema di ottimizzazione vincolata:

n
: E 2 2
min OJZ- O'i
a;
i=1

s.t.

iai =1
=1

Si costruisca la Lagrangiana:

L(ay, ... an,\) = ia?af + A (iai — 1)
i=1 i=1

e si imponga che:
OL(ay, ... ,an,\)
da;
OL(ay,...,an, )
O\
Dalla (3.7) si riottiene esattamente il vincolo (3.5), mentre la (3.6) implica

che:

=0, i=1,...,n (3.6)

= 0. (3.7)

20,0 + A =0, i=1,...,n

da cui:
1
A= — 3.8
— (38)
L~ 202
=1 T
1
o2
a;=—"—, i=1,...,n (3.9)
1
o2
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Quindi, lo stimatore BLUE del valor medio m ¢ dato da:

N 1 1
MBLUE = — Z gyi (3-10)

i=1 &

Si noti che, nel caso in cui tutte le misure abbiano la stessa varianza o7 = o2,

mprye si riduce alla media campionaria y. Questa osservazione consente
una immediata interpretazione dello stimatore BLUE appena calcolato. Es-
so ¢ una generalizzazione della media campionaria, nel caso in cui le misure
y, abbiano diversa accuratezza (ossia, diversa varianza o). In questo caso,
lo stimatore BLUE non ¢ altro che una media delle osservazioni, pesata in

funzione della diversa precisione di ciascuna di esse. Infatti, si supponga

2

che, per un certo i, o; — oo. Questo corrisponde ad avere una misura y;

1

totalmente inaffidabile. Allora, il peso - che la y,; avra nella stima mprre

tende a zero. D’altro canto, si supponga di avere una misura y; infinitamente
2

i

— 0). In questo caso, il peso U% dell’osservazione corrisponden-

(2

precisa (o
te ¢ predominante rispetto a tutti gli altri, e lo stimatore BLUE diventa

MmpLuE =~ Y,, cioe circa uguale alla misura infinitamente accurata. A

3.2 Limite di Cramér-Rao

In questo paragrafo verra presentato un importante risultato, che stabilisce

un limite inferiore per la varianza di ogni stimatore corretto del parametro

0.

Teorema 6. Sia T(-) uno stimatore non polarizzato del parametro scalare
0 basato sulle osservazioni y delle v.a. y € Y, e si supponga che lo spazio
delle osservazioni Y sia indipendente da 6. Allora, sotto alcune ipotesi di
regolarita (v. (Rohatgi and Saleh, 2001)), vale:

E’ [(T(y) - 6)°] = [1.(0)] ", (3.11)
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dove:

L,(0) = E’ (%g(y» (3.12)

¢ detta quantita di informazione di Fisher. [Inoltre, se le v.a. osserva-
te yy,..., Y, sono indipendenti e identicamente distribuite, con densita di
probabilita f} (y1), si ha

I,(0) =n1,(0).

Nel caso in cui 6 sia una grandezza vettoriale, la (3.11) diventa:
B [(T(y) - 0) (T(y) = 0)"] = [1(O)] .

dove la disuguaglianza va intesa in senso matriciale e la I,,(f) denota la

matrice di informazione di Fisher:

1(0) = B <8ln8f§ (y)) <8lng§ (y))

E [(T(y) —0) (T(y) -~ 0)]

¢ la matrice di covarianza dello stimatore.

La matrice:

Il Teorema precedente garantisce che non esiste alcuno stimatore corret-
to con varianza minore di I,(6). Si noti che la quantita I,(f) dipende, in
generale, dal valore del parametro incognito € (dal momento che la derivata
parziale va valutata proprio in corrispondenza del valore reale di 6), che &
sconosciuto all’'utente. Ciononostante, il risultato di Cramér-Rao consente di

definire il concetto di efficienza di uno stimatore.

Definizione 3.8. Uno stimatore non polarizzato 7'(-) si dice efficiente se la

sua varianza raggiunge il limite di Cramér-Rao:

E’ [(T(y) —6)°] = [L.(0)] "

Uno stimatore efficiente e caratterizzato dall’avere la pit piccola varianza

possibile (fra tutti gli stimatori non polarizzati).
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Nel caso di osservazioni y, indipendenti e identicamente distribuite, e
possibile verificare che:
I,,(0) = nl(0),

dove [;(0) indica la quantita di informazione di Fisher nel caso di una so-
la misura. Quindi, fissato @, il limite di Cramér-Rao migliora come %,

all’aumentare del numero n di osservazioni.

Esempio 3.6. Siano y,,...,y, variabili aleatorie indipendenti e identica-
mente distribuite (i.i.d.) con valor medio m,, e varianza o,. Si ¢ gia visto (v.

Esempio 3.1) come la media campionaria:

S
y:ﬁ;yi

sia uno stimatore non polarizzato della media, nonche consistente (v. Esem-

pio 3.4). Dal Teorema 6, e poiché le osservazioni sono i.i.d., discende che:

[1,(0)] " .

n

S e

B[ —my)’] =2 > [L(0)] =

Supponendo che le y, abbiano una distribuzione gaussiana:

1 (y;—my)?

. i) — e_ 2012/ s
fyz (y ) \/%O'y

procediamo con il calcolo della quantita di informazione scalare:

L(0) = E (Ln “’;% (3“))

Nell’esempio in esame, il parametro incognito da stimare ¢ il valor medio:

0 = m. Per cui:

Olfy () 0 (1  (p-m? _y—my
00 om \/%gy 202 ol ’

m=my

e di conseguenza:

L(0) =E’ {%} S
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Il limite di Cramér-Rao, in questo caso, assume il valore:

1,(0)] " = [1(0)]” _

n

S [

che coincide proprio con la varianza dello stimatore y. Per cui, nel caso di

osservazioni i.1.d. gaussiane, la media campionaria ¢ uno stimatore efficien-
te. A

3.3 Stima a massima verosimiglianza

In generale, non sempre esiste uno stimatore efficiente per un dato parametro
incognito. Nell’esempio precedente, si ¢ mostrato come il limite di Cramér-
Rao consenta di verificare se un dato stimatore e efficiente o meno. Resta il
problema di trovare degli stimatori candidati opportuni e, in caso nessuno di
essi sia efficiente, concludere con certezza che, per il problema in esame, non

esistono stimatori efficienti.

Definizione 3.9. Sia y un vettore di osservazioni, avente densita di pro-
babilita fz (y), dipendente da un parametro incognito § € ©. Si definisce

verosimiglianza (o likelihood) la funzione:

LOly) = f5(y) .

Si noti che, una volta osservata per la v.a. y la particolare realizzazione
y (cioe, una volta raccolte le misure), la verosimiglianza ¢ una funzione del
solo parametro incognito 6.

Una stima ragionevole del parametro incognito 6 € quella che massimiz-
za la probabilita dell’evento osservato. Infatti, ricordando il significato di
densita di probabilita, massimizzare la fj (y) rispetto a 6 significa far si che
I'intervallo infinitesimo [y, y + dy], definito a partire dalla misura osservata

y, abbia la massima probabilita fra tutti gli intervalli di ampiezza &y.
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Definizione 3.10. Si definisce stimatore di massima verosimiglianza (o ma-

zimum likelihood estimator, MLE) del parametro incognito 6, lo stimatore:
T = L )
wr(y) = argmax L(6]y)

Alcune volte, per agevolare il calcolo, puo essere conveniente massimiz-

zare, al posto della funzione di verosimiglianza, la cosiddetta log-likelihood:
In L(0|y).
Si noti che cio ¢ giustificato dal fatto che, essendo il logaritmo una funzione

monotona crescente, L(f]y) e In L(f|y) hanno gli stessi punti di massimo.

Osservazione 3.1. Supponendo che la fz (y) sia una funzione differenziabile
di @ = (01,...,0,) € © C R, con O insieme aperto, se 0 & un punto di

massimo per L(0|y), esso deve soddisfare le equazioni:

OL(0y) :
—_— =0 =1,... 3.13
ael Gzé 7 ? Y ’p ( )
0, equivalentemente,
Oln L(0ly) _
—_— =0 =1,...,p. 3.14
ael ezé ) ? ) 7p ( )

Nella pratica, ogni 6 soluzione delle equazioni (3.13) (o delle (3.14)) viene
chiamata stima di massima verosimiglianza. E bene osservare che Spesso,
anche nel caso di un parametro scalare, possono sorgere alcune complicazioni,
in quanto l'eq. (3.13) pud ammettere piu di una soluzione, oppure la funzione
di verosimiglianza puo non essere differenziabile in tutto © o, infine, il suo
punto di massimo puo coincidere con un punto sulla frontiera di © (questo

nel caso in cui © non sia un insieme aperto).

Esempio 3.7. Siano y,,...,y, variabili aleatorie gaussiane, indipendenti
con valor medio m,, incognito e varianza O’Z nota. Si desidera calcolare la
stima a massima verosimiglianza della media.

Dal momento che le misure sono indipendenti, la verosimiglianza vale:

(uz m)?

Y

L(0ly) = H \/%a



98 CAPITOLO 3. TEORIA DELLA STIMA

In questo caso conviene massimizzare la log-likelihood, che ha la forma:

In L(6ly) = En: (m L (yiQ_Ug”)Q)

pry 27r0y

=nln

L 3 (yi —m)?
V2o, = 207

Imponendo la condizione (3.14), si ottiene:

oLy _ 0. L sy
06 ~ Om \/%gy P 202

da cui:

Yi — mML
Z =0,
ossia:

n
. 1
myL = — E Y,
n <
i=1

Quindi, in questo caso, lo stimatore di massima verosimiglianza coincide con
la media campionaria. Dal momento che le osservazioni sono i.i.d. gaussiane,

questo stimatore ¢ anche efficiente (vedi Esempio 3.6) A

Il risultato dell’Esempio precedente non e affatto casuale. Il seguente teo-
rema giustifica 'importanza rivestita dalla stima a massima verosimiglianza,

nell’ambito della teoria della stima.

Teorema 7. Sotto le ipotesi di validita del limite di Cramér-Rao, se esi-
ste uno stimatore T*(-) efficiente, allora esso coincide con lo stimatore di

massima verosimiglianza.

Quindi, se si desidera ricercare uno stimatore efficiente per un para-
metro incognito €, 'unico candidato possibile ¢ lo stimatore di massima

verosimiglianza.
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Esempio 3.8. Siano y,,...,y, variabili aleatorie gaussiane, indipendenti

con valor medio m,, e varianza 03, entrambi incogniti. Si desidera calcolare

la stima a massima verosimiglianza della media e della varianza.
Analogamente a quanto derivato nell’Esempio 3.7, la log-likelihood risulta

essere:
n

In L(Oly) =nln ! —ZM

V2mo? = 202
T

Si osservi che, ora, il parametro incognito da stimare ¢ il vettore § = (m, 0?)%,

per cui la condizione (3.14) diventa:

=1

Ol L@ly) 0 B
96,  Om \/2mo? Z (mirg 0?57, ) =0

OlnL@ly) 0 B
692 N Oo? 271'0'2 Z 20‘2 =0

(m=mpr,0%2=62,,)

2 si ottiene:

n A~
Yi —MML
—— =0
i=1 oML

n

. 2
- > (0 — s =0,
QUJQWL 20'%/[[/ i=1 (y mML)

Differenziando rispetto a m e a o

n 1

da cui:

n
. 1
mML:_E Y;
n.
2
UML:_E i — )’
1

Sebbene E’ [fiuy1] = my (vedi Esempio 3.1), risulta E’ [03,,] = %102 (vedi
Esempio 3.2). Per cui, in questo caso, lo stimatore di massima verosimi-
glianza e polarizzato, e quindi non e efficiente. In virtu del Teorema 7, si

puo concludere che non esiste alcuno stimatore efficiente per il parametro

0= (m,o*)T. AN
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L’esempio precedente mostra come lo stimatore di massima verosimiglian-
za possa anche essere polarizzato. Tuttavia, oltre alle motivazioni fornite dal
Teorema 7, esistono anche altre ragioni che rendono tale stimatore uno dei
piu usati nella pratica. Infatti, esso esibisce un buon comportamento asin-
totico (cioe all’aumentare del numero di misure) essendo, sotto opportune

ipotesi tecniche:

e asintoticamente corretto;
e consistente;
e asintoticamente efficiente;

e asintoticamente normale.

3.3.1 Rumore additivo

Un classe di problemi di stima molto comuni ¢ quella in cui si richiede di
stimare un parametro incognito # sulla base di n misure y = (yq,...,y,)"

corrotte da rumore additivo. Formalmente, sia:
U:0CR - R"

una funzione deterministica del parametro incognito . L’obiettivo ¢ stimare

0 a partire dalle osservazioni:
y=U(0)+e

dove € € R" rappresenta il rumore di misura, modellato come un vettore di
v.a. (generalmente a media nulla), avente densita di probabilita fc (¢).

Sotto queste ipotesi, la verosimiglianza vale:

LOly) = foy) = f-(y—U(®)).

Nel caso notevole in cui il rumore di misura abbia una distribuzione

gaussiana:
1 —1.Tyo le

fe(e) = (2m)"/2(det 26)1/26 ?
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con matrice di covarianza >, nota, la log-likelihood assume la seguente forma:
1 _
InL(6ly) = K = 5(y = U(6))" 3 (y = U(0)),

in cui K denota una quantita che non dipende da 0. A questo punto il calcolo
dello stimatore di massima verosimiglianza si riduce al seguente problema di
ottimizzazione:
Onr = arg max In L(0y)
= argmin(y — U(9))"S; (v~ U(6)). (3.15)

Dal momento che U(:) ¢, in generale, una funzione non lineare di 6, la

soluzione puo essere calcolata tramite metodi numerici.

3.4 Problemi di stima lineare

Un caso particolarmente interessante si ha quando la funzione che lega il
parametro incognito 6 alle osservazioni e lineare. In questo caso, ’equazione

delle misure assume la forma:
y=U0+e, (3.16)

in cui U & una matrice n x p. Nel seguito si assumera sempre rank(U) = p,
cioe che il numero di misure linearmente indipendenti non sia inferiore al
numero di parametri da stimare (ovvero, che il problema di stima sia ben

posto).

Definizione 3.11. Sia y un vettore di v.a. legate al parametro incognito 6

dalla relazione (3.16). Lo stimatore:
Tis(y) = (UTU) UMy (3.17)

e detto stimatore ai minimi quadrati (o Least Square Estimator, LSE) del

parametro 6.
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La denominazione di tale stimatore ¢ giustificata dal fatto che esso mini-

mizza la somma degli scarti quadratici:
Ors = argmin [ly — U]
Infatti:
ly —UB|]”> = (y —UO) (y — UO) = y"y + 6"UTUO — 24" U6.
Imponendo che la derivata rispetto a 6 si annulli, si ha:

9 ly — U =207, UTU — 247U =0,
a0 0—ips

ozT Az — 2.%'TA e 0Ax

poiché #==2 5. = A. Risolvendo rispetto a éfs si ottiene:

0T, = yTUuUtu) .

Trasponendo 'uguaglianza precedente e osservando che la matrice (UTU) &
simmetrica, segue esattamente la (3.17).
Sotto l'ipotesi di rumore a media nulla, E [e] = 0, lo stimatore ai minimi

quadrati e corretto:
E’ [éLS} — E’ [(UTU)'UTy] = E’ [(UTU) ' UT (U6 + €)]
=E’ [0+ (UTU)'U"e] = 0.
Si noti come la stima ai minimi quadrati non necessiti di alcun tipo di
informazione riguardo alle caratteristiche del rumore €. In particolare, cio

implica che tutte le osservazioni y, contribuiscono in egual misura al valore

finale della stima.

Definizione 3.12. Sia y un vettore di v.a. aleatorie legate al parametro
incognito # dalla relazione (3.16). Sia ¥, la matrice di covarianza del vettore

dei rumori €. Lo stimatore:
Tom(y) = (UTS'U) U Ny (3.18)

e detto stimatore di Gauss-Markov (o stimatore ai minimi quadrati pesati
Weighted Least Square Estimator, WLSE) del parametro 6.



3.4. PROBLEMI DI STIMA LINEARE 103

Analogamente a quanto mostrato per lo stimatore ai minimi quadrati, e
facile verificare che esso minimizza la somma pesata degli scarti quadratici
medi:

O = arg mein(y —UN'S My — Ub).

Si noti come la stima di Gauss-Markov richieda la conoscenza della matrice
di covarianza Y. del rumore di misura. Utilizzando tale informazione, le
osservazioni vengono pesate in maniera inversamente proporzionale alla loro
incertezza.

Sotto I'ipotesi di rumore a media nulla, E [e] = 0, anche lo stimatore di

Gauss-Markov ¢ corretto:

E’ [éGM] = E [(UTS]'0) 0TS y] = B [(UTSS ) UTSSN (U6 + €]
=E’ [0+ (UTS]'U)'UTS Ye] = 0.

Nel caso in cui il vettore dei rumori € abbia media non nulla ma nota,
me = Ele], le espressioni degli stimatori ai minimi quadrati e di Gauss-
Markov restano quelle delle equazioni (3.17) e (3.18), a patto di sostituire
alle misure y le misure “corrette” y — m.. Infatti, se si definisce il nuovo
vettore di variabili aleatorie & = € —m,, I'equazione (3.16) puo essere riscritta

come

y—me=U6l+E,

ed essendo chiaramente E [€] = 0, tutta la trattazione precedente puo essere

ripetuta, sostituendo y con y — m..

Una importante proprieta dello stimatore di Gauss-Markov e quella di
essere lo stimatore a minima varianza tra tutti gli stimatori lineari corret-
ti, cioe lo stimatore BLUE (vedi Definizione 3.7). Vale infatti il seguente

risultato.

Teorema 8. Sia y un vettore di v.a. aleatorie legate al parametro incognito 0
dalla relazione (3.16). Sia ¥¢ la matrice di covarianza del vettore dei rumori

e. Allora lo stimatore BLUE coincide con lo stimatore di Gauss-Markov
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(3.18). La corrispondente varianza dell’errore di stima é pari a
E |(Ocr — 0) (0 — )7 | = (UTS'U) (3.19)

Nel caso in cui sia Xg = oI, (con I, matrice identita di dimensione n),
ovvero le variabili € siano tra loro scorrelate e abbiano la stessa varianza o2,

lo stimatore BLUE coincide con lo stimatore ai minimi quadrati (3.17).

Dimostrazione

Poiché si considera la classe degli stimatori lineari corretti, si ha T'(y) = Ay,
e E[Ay] = AE [y] = AU#, per cui ¢ necessario imporre il vincolo AU = I,
per garantire che la stimatore sia non polarizzato.

1

Dovendo determinare lo stimatore a minima varianza', occorre minimizzare

E [(Ay — 0)(Ay — 0)"]

E [(AUY + Ae — 0)(-)"]
E [AesTAT}
= AY AT

dove nella seconda eguaglianza si ¢ sfruttato il vincolo AU = I,. Ne con-
segue che lo stimatore BLUE si ottiene risolvendo il seguente problema di

ottimizzazione vincolata

ABLUE = arg mjn AESAT
s.t. (3.20)
AU =1,

e ponendo quindi T(y) = Aprur y.
Essendo il vincolo AU = I, lineare nella variabile matriciale A, ¢ possibile
parametrizzare tutte le matrici ammissibili A mediante la varieta lineare

affine

A=UTSto)y Uty M (3.21)

con M € RP*" tale che MU = 0. Si puo facilmente verificare che tutte
le matrici A definite da (3.21) soddisfano il vincolo AU = I,. Sara quindi

INel caso in cui @ sia un vettore, la varianza dell’errore di stima 6 — # ¢ una matrice,
per cui la minimizzazione va intesa nel senso matriciale (cioe P > @ significa che P — Q ¢

definita positiva).
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sufficiente trovare quella che minimizza la quantitdh AMN.AT. Sostituendo
I'espressione (3.21) si ha:

AL AT = (UTSI0) WS s 2 tu(Uutestu) !
+UTZ'U) Ut e Mt
+MESUUTES U + M MT

= (UTS'U) '+ M. MT

Z (UTE;lU)*l
dove la seconda eguaglianza ¢ dovuta a MU = 0, mentra la diseguaglianza
finale sfrutta il fatto che X, ¢ una matrice definita positiva e quindi M M7T
¢ semidefinita positiva. Poiché I'espressione (U7¥-'U)~! non dipende da
M, si puo concludere che la soluzione del problema (3.20) si ottiene ponendo
M = 0 nella (3.21), cioe scegliendo Agrpr = (UTS'U)UTE! e quindi
lo stimatore BLUE coincide con quello di Gauss-Markov. L’espressione della
varianza dell’errore di stima (3.19) si ottiene immediatamente dall’espressio-
ne di AX. AT quando M = 0.
Infine, se ¥, = 021, si ha immediatamente Apryp = (UTU) 71U (qualun-
que sia il valore di ¢?) e quindi lo stimatore BLUE coincide con quello ai

minimi quadrati. ([l

Nella sezione 3.3.1 si e visto che, nel caso in cui il rumore di misura €
sia gaussiano, lo stimatore di massima verosimiglianza si calcola risolvendo il
problema di ottimizzazione (3.15). Nel caso in cui le osservazioni siano una

funzione lineare di 0, come nell’eq. (3.16), tale problema diventa:
b1 = argmin(y — U6)"S.' (y - UO). (3.22)

Ma, come osservato in precedenza, questo € proprio lo stimatore di Gauss-
Markov. Per cui, nel caso di osservazioni lineari, corrotte da rumore additivo
gaussiano, lo stimatore a massima verosimiglianza coincide con quello di
Gauss-Markow.

Se, inoltre, le misure sono indipendenti ed hanno la stessa varianza o2:

e~ N(0,021,)
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e facile verificare che lo stimatore di Gauss-Markov coincide con lo stimatore
al minimi quadrati. Per cui, nel caso di osservazioni lineari, i.i.d. gaussia-
ne, lo stimatore a massima verosimiglianza coincide con quello ai minimi

quadrati.

La tabella seguente riassume le varie proprieta degli stimatori di Gauss-

Markov e ai minimi quadrati, a seconda delle ipotesi che si fanno sul rumore

E.
Ipotesi su ¢ Proprieta stimatore GM Proprieta stimatore LS
nessuna argming(y — UO)TS- 1 (y — UB) arg ming ||y — U6
con Y. matrice data
E [e] nota corretto corretto
E[e] = me stimatore BLUE stimatore BLUE
E|(e —me)(e — ms)T] =3 se Y = 021,
e~ N(me, Xe) stimatore MLE stimatore MLE
se Y = O'gfn

Tabella 3.1: Proprieta degli stimatori di Gauss-Markov e ai minimi quadrati.

Esempio 3.9. Su di un parametro incognito 6 sono disponibili n misure
yi=0+v,, 1i=1,....n

dove i v; sono realizzazioni di n variabili aleatorie v;, tra loro indipendenti,
2

a media nulla e di varianza pari a o}
E immediato verificare che le misure y; risultano essere realizzazioni di varia-
bili aleatorie y,, le quali risultano avere media @ e varianza o?. Il problema
della stima del parametro € puo pertanto essere ricondotto alla stima della
media di n variabili aleatorie (si vedano in proposito gli Esempi 3.1 e 3.5 e

I'Esercizio 3.1).
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3.5 Stima Bayesiana

In un contesto di stima Bayesiana, la grandezza che si desidera stimare non
¢ deterministica, ma puo essere modellata come una variabile aleatoria. In
particolare, si vuole stimare la v.a. incognita € R™, sulla base di osserva-
zioni della variabile aleatoria y € R", conoscendo la densita di probabilita
congiunta fg ., (2, y).

Occorre, quindi, trovare uno stimatore & = T'(y), dove:
T():R"— R"™

Analogamente a quanto fatto per la stima parametrica, per valutare la

qualita della stima e necessario definire un opportuno criterio.

Definizione 3.13. Si definisce funzionale di rischio di Bayes la quantita:

), =Elda. 7)) = [ N / " A, T()) fo (2, y) dady.

La grandezza d(x,T(y)) denota la “distanza” tra la v.a. incognita x e la
sua stima 7T'(y). Dal momento che tale quantita ¢ a sua volta una variabile
aleatoria, ci si propone di trovare lo stimatore 7%(+) che minimizza d(x, T (y))
“in media”:

T*(-) = argmin J,.
() = argmir

3.5.1 Stima a minimo errore quadratico medio

Una scelta naturale per misurare la distanza fra una v.a. incognita e la sua

stima e [’errore quadratico:

d(z, T(y)) = llz —T(y)|’.

Definizione 3.14. Si definsce stimatore a minimo errore quadratico medio
(MEQM) lo stimatore &yponm = T7(+), dove:

T'() = argmin B [l — 7(y)]"].
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Si noti che il valore atteso nella precedente definizione viene calcolato

rispetto ad entrambi le v.a. @ e y. Per cui e necessario conoscere la d.d.p.

congiunta fa ., (z,y).

Teorema 9. Sia x una v.a. incognita e sia Yy un vettore di osservazioni.
Allora, la stima a minimo errore quadratico medio yrpgm di  corrisponde

al valore atteso condizionato:
Typom = E [x|y] .

Il risultato precedente afferma che, qualunque sia il legame fra la v.a. in-
cognita x e le osservazioni y, la stima che minimizza 1’errore quadratico medio
¢ data dal valore atteso di @ condizionato all’aver osservato la realizzazione

y per la v.a. y:
+o0
ey = [ whaylaly)d. (3.23)

o0

La stima MEQM presenta altre caratteristiche che la rendono attraente.

In particolare, indicata con @) la matrice:

Q(x,T(y)) =E [(x - T(y))(x - T(y)"],
si dimostra che:

® Xy poum ¢ lo stimatore che minimizza (in senso matriciale) Q(z, T'(y)),

OVVero:
Q(x, Zypom) < Q(z, T(y)), VT(y)

dove la disuguaglianza matriciale A < B va intesa nel senso che la

matrice B — A e semidefinita positiva;

® &),y minimizza ogni funzione scalare monotona crescente di Q(z, 7'(y)),

come ad esempio:

— la traccia di @), che corrisponde alla stima MEQM:;

— la traccia di W@, per ogni matrice W > 0, che corrisponde alla

stima a minimo errore quadratico medio pesato.
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Nonostante 'apparente semplicita della stima MEQM, in pratica il suo
calcolo puo risultare notevolmente complesso, in quanto richiede la conoscen-

za della d.d.p. congiunta fg, (x,y) e il calcolo dell'integrale (3.23).
Esempio 3.10. Si considerino due v.a. « e y, la cui d.d.p. congiunta vale:

—%x2+2xy se0<x<1, 1<y<2
Jay (2,y) =
0 altrimenti

Si desidera determinare la stima a minimo errore quadratico medio di x
basata su un’osservazione di y.
Dal Teorema 9, sappiamo che:
“+o0o
TMEQM Z/ T faly(]y)dz.
—o

Occorre innanzitutto calcolare:

_ f‘”ay (l‘, y)
fw\y(xky) = 1, ) .

La densita marginale di y puo essere ricavata dalla d.d.p. congiunta:

1
3
fy (y) = / —53:2 + 2zydx
0

r=1

3 o 1
= - €T — N
2 Y =0 Y 2
Quindi, la d.d.p. condizionata vale:
7§1‘ X
% se0<z<1, 1<y<2
faly(zly) = 2
0 altrimenti

E possibile, a questo punto, calcolare la stima a minimo errore quadratico

. ! —%xQ + 2zy
TMEQM = r——e—dzr
0 Yy—3

— 1 34 23

medio:

r=1

1
=0 y_§
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3.5.2 Stima lineare a minimo errore quadratico medio

Restringiamo la nostra attenzione alla classe di stimatori lineari:
T(y)=Ay+b (3.24)

in cui la matrice A € R™" e il vettore b € R™ rappresentano i coefficienti
dello stimatore da determinare.
Tra tutti gli stimatori della forma (3.24) si desidera calcolare quello che

minimizza l’errore quadratico medio.

Definizione 3.15. Si definsce stimatore lineare a minimo errore quadratico
medio (LMEQM) lo stimatore &y pom = A*y + b, dove:

* 1k : o 112
A" D" = argr%glE [llz — Ay —b|] . (3.25)

Teorema 10. Sia x una v.a incognita e sia y un vettore di osservazioni, tali
che
E [x] = my, E[y] = my

T
E <:13 — mw> (:13 — mw> B (Rm Rmy>
Y — My Y — My R::gy Ry
Allora, la stima lineare a minimo errore quadratico medio Ty pom di © vale:
TLMEQM = Mg + RmyR;(y — My),

0881a:

A* = RyyR,",

* _ _ -1
b* = my Ray Ry my.

Dimostrazione

Innanzitutto si osservi che il costo da minimizzare equivale alla traccia della
matrice E [(z — Ay — b)(z — Ay — b)7]:

E ||z - Ay - bHQ] =tr (E [(x — Ay — b)(z — Ay — b)T]) .
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Inoltre, poiché la traccia e una funzione monotona crescente, se si e in grado

di determinare A*,b* tali che:

E[(x—Ay—0)(xz—Ay—b)"] <E[(@x— Ay —b)(x — Ay — b)"], VA, b
(3.26)
allora sicuramente A*, b* sono soluzione del problema (3.25). Per cui, indi-

cando con & = & — Ay — b l'errore di stima, si calcoli:

E[22"] = E[(x — my — Ay — my) + mgy — Amy — b)
X (2 — Mg — Ay — my) +mg — Amy, — b)"
= Ry + ARyA" — Ry A" — AR,
+ (Mg — Amyy — b)(my — Amy, — b)T
T T T —1pT —1pT
— Ry + ARyA" — Ry A" — ARL + RyyRy 'R, — RyyRy 'R
+ (Mg — Amy — b) (Mg — Amy, — b)"
- _ _ T
= Ry — RayR,'RL, + (RayR," — A) Ry (RayR," — A)
+ (Mg — Amy, — b)(my — Amy, — b)7. (3.27)

Si osservi che tutti i termini della precedente espressioni sono delle matrici
semidefinite positive. Per cui, prendendo A*, b* tali che le ultime due matrici
siano identicamente uguali a zero, si ottiene sicuramente la soluzione del
problema (3.26):

A" = Ry R

Yy )

* _ _ _ -1
b* = mgy — Amy = my RmyRy My

La stima LMEQM e non polarizzata, in quanto il valore atteso dell’errore

di stima e zero:

E|[Z] = E[x — Zrmpqu] = Ma — E [mg + Rey Ry, (y — my)]
= My — My + RmyR?;lE [y —my] = 0.
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Ponendo A = A* e b = b* nell’espressione (3.27), si puo concludere che la

varianza dell’errore di stima per lo stimatore LMEQM vale:
E [#2"] = Ry — ReyR,'RL,,.

E bene notare che, interpretando R, come l'incertezza a priori sulla v.a. x,
—1 T .

Ry — Ray R, Ry, rappresenta la nuova incertezza su @ dopo aver effettuato

la misura y. Dal momento che la matrice Rqy R, RL,

positiva, 'effetto delle misure ¢ quello di ridurre I'incertezza su x. Inoltre,

e sempre semidefinita

tale riduzione ¢ tanto maggiore quanto pitt ¢ “grande” R, cio¢ quanto piu
la misura y ¢ legata alla v.a. incognita x.

Si noti che, ai fini del calcolo della stima lineare a minimo errore qua-
dratico medio, non ¢ necessario conoscere la densita di probabilita congiunta
fz,y (2, y), ma solo le statistiche del primo e secondo ordine: my, My, Re, Ry,
Ray.

Inoltre, 'errore di stima & e scorrelato dalle osservazioni y:

E[Zy'] =E[(x —me — Ray Ry (y —my)) y']

(3.28)
= Ry — RuyR, 'Ry = 0.

Il precedente risultato ¢ comunemente indicato come principio di ortogo-
nalita. Inoltre ¢ possibile dimostrare che se uno stimatore lineare rispetta il
principio di ortogonalita allora esso e lo stimatore LMEQM.

Infine, in virtu del Teorema 3 del Capitolo 1, nel caso in cui le v.a. x,y
siano congiuntamente gaussiane, con media e matrice di covarianza definite

come nel Teorema 10, il valore atteso di & condizionato a y vale proprio:
E[z|y] = mg + RmyR;(y — My).

Quindi si puo concludere che, se le v.a. @,y sono congiuntamente gaussiane,
la stima a minimo errore quadratico medio coincide con la stima lineare a
minimo errore quadratico medio: Ty pom = Trmeom- In altre parole, nel

caso gaussiano la stima MEQM ¢ una funzione lineare della v.a. osservata y.
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Esempio 3.11. Siano y,,y, due osservazioni rumorose della v.a. scalare x

avente media m, e varianza o2

ylzw_'_El
Yy =T+ &9

Siano €1, €5 due v.a. indipendenti, a media nulla e varianza 0%, 03, rispetti-

vamente. Sotto 'ipotesi che x e g; siano indipendenti, si desidera calcolare

la stima lineare a minimo errore quadratico medio.

Definendo le v.a. vettoriali y = (y, y5)? e € = (g1 2)7, 'equazione delle

misure puo essere riscritta nella forma matriciale:
y=Ux + ¢,

dove U = (1 1)T.

Innanzitutto si calcoli il valor medio di y:
Ely|=E[Ux +¢| =Um,

Per determinare la stima &y pgoam occorre calcolare le matrici di cova-

rianza Ray, [y
Ryy =E [(m —mg) (U(x —myg) + s)T] =o2U7,
poiché x e € sono incorrelate.

R,=E [(U(x — mg) +€) (U — mg) + s)T}

= Uc?UT + R.,

RZU%O
: 0 o2

denota la matrice di covarianza della v.a. €. Infine, si calcoli 'inversa della

dove:
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matrice di covarianza delle misure:

-1
11 o2 0
R—1: 0_2 + 1
Y [‘”(1 1) 0 o3
-1
_(oi+oi o
0z Ozt oO3

1 o2 +o03 —02
T 2( A2 2 2 2 :
02(0f +03) + 0103 —0o2 U;Zc‘i”gi

T

Quindi, la stima lineare a minimo errore quadratico medio vale:

TLMEQM = Mg + RmyR';l(y —Umyg)

=mg+ o,UT R, (y — Umnyg)

8N

o oz to3  —0n \ (Y1~
+ 2 2_|_ + 2 2(1 1) 2 2 2
oz(0f +03) + 0io3 —0, Og+ 0% Yoy — My

1 Yy, —m
= Mg + 22(U§U%)<1 “’)

o710
of + 03+ 72 Yy~ Ma
@

:mm

[\

03y, + 02y, — my(0F + 03)

= Ma + 2 2 | 0303
09 + 0o + o2
2 2
Mx0103 2 2 mg 1 1
o2 T O02Y1 T 01Y; o2 +a§y1+a§y2
= 3 2 = 2, 2
2 2 0193 1 o1to3
01+ o3+ o2 o2 + o303

me | 1 1
s T 2Y1 T 292

1 1 1
Ui—i_a%_'_a%

Si noti come ciascuna misura abbia un peso inversamente proporzionale
alla varianza del rumore che la corrompe. Inoltre, 'informazione a priori
disponibile sulla v.a. @ (vale a dire il valor medio m,, e la varianza o2), viene

utilizzata come una misura aggiuntiva. In particolare, e interessante notare

2

2 — 400 (ovvero I'informazione a priori su @ ¢ del tutto inattendibi-

chese o
le), la stima & pom tende a coincidere con la stima di Gauss-Markov della

media m,,. A
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3.6 Esercizi

3.1. Verificare che nel problema considerato nell’Esempio 3.9, gli stimatori
al minimi quadrati e di Gauss-Markov del parametro incognito € coincidono

rispettivamente con g in (3.2) e mpryg in (3.10).

3.2. Siano d;, d, variabili aleatorie indipendenti identicamente distribuite,

con densita di probabilita data da:

f() =

fe % sed >0
0 se d <0

Siano dy, o le osservazioni disponibili di d;, ds. Determinare la stima di

massima verosimiglianza di 6.

3.3. Siano d;, ds variabili aleatorie gaussiane indipendenti, tali che:
Eld]=m, E[d]=3m, E[(di—-m)’]=2 E[(d—3m)’]=4

Siano 01, 09 le osservazioni disponibili di d;, ds. Determinare:
a. la stima lineare a minima varianza di m tra gli stimatori non polarizzati;
b. la varianza di tale stima;

c. lastima di massima verosimiglianza (c’e differenza con la stima al punto

a?).
3.4. Sulla grandezza incognita = sono effettuate due misure:
Yy, =x+d;
Yy, =20+ dy

dove d; e ds sono disturbi indipendenti rappresentati da variabili aleatorie

con densita di probabilita

Ae ™ se § >0
f(0) =
0 se d <0



116 CAPITOLO 3. TEORIA DELLA STIMA

a. Determinare la stima di massima verosimiglianza di x.
b. Determinare se la stima ottenuta ¢ corretta.

3.5. Si consideri per 6 € [—2,2] la funzione definita da

0
1—-= 1
) = Ox + 5 SeTE [0, 1]

0 altrimenti
a. Mostrare che per ogni § € [—2,2], f ¢ una densita di probabilita.

b. Sia y una variabile aleatoria di densita f?. Calcolare in funzione di 0

media e varianza di y.

c. Calcolare la stima di massima verosimiglianza di ¢ basata su una os-

servazione y della v.a. y.

d. Siay,, ..., y, un campione di dimensione n della densita f? e si ponga

1< 1
T(yy, ... y,) =12 (52.%—5)
k=1

Mostrare che T' & uno stimatore non polarizzato di 6.

e. Determinare la varianza dell’errore di stima dello stimatore 7'(-) de-
finito al punto d., nel caso n = 1. Calcolare inoltre la quantita di
informazione di Fisher I;(f) e mostrare che la disuguaglianza (3.11) ¢
soddisfatta.

3.6. Siano a e b due grandezze incognite, relativamente alle quali sono di-

sponibili tre diverse misure:

Yy, = a+v;
Y, = b+,
Yys; = a+b+v;

dove w;, © = 1,2, 3, sono variabili aleatorie indipendenti, a media nulla.

Assumendo E [v] = E[v3]=1e¢ E vl = %, determinare:
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a) la stima ai minimi quadrati di a e b;

b) la stima di Gauss-Markov di a e b;

~

c¢) la varianza degli errori di stima, ovvero E [(a —a)*+ (b— b)Q], per le

stime calcolate ai punti a) e b).

Confrontare inoltre le stime ottenute con quelle che si avrebbero se la misura

Yy, non fosse disponibile. Come si modifica la varianza dell’errore di stima?

3.7. Si considerino due variabili aleatorie « e y, la cui d.d.p. congiunta ¢

—%xQ—i—ny 0<z<1,1<y<?2
fmay ('r’y) = . .
0 altrimenti

Si vuole determinare la stima &y ey di T, basata su una osservazione di
Y.

Riportare in un grafico I'andamento della stima &7y rrqar calcolata sopra
e della stima &y gy calcolata nell’Esempio 3.10, al variare di y (valore
osservato della v.a. y). Calcolare inoltre il valore atteso delle stime trovate

e confrontarlo con il valor medio a priori E [].

3.8. Siano x e y due variabili aleatorie con densita di probabilita congiunta

1

—(r+ye? 0<x<4, y>0
fm,y(l‘a y) = 12

0 altrimenti

Si assuma di disporre di una osservazione y della v.a. y.

a. Determinare le stime Zypom € Trmrgm di @, e plottarle in funzione

del valore osservato y della v.a. y.

b. Calcolare l'errore quadratico medio delle stime ottenute al punto a

[Suggerimento: utilizzare MATLAB per il calcolo degli integrali].

3.9. Sia X una grandezza incognita di cui ¢ disponibile una misura

1
y:ln(})jtv
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e’ v>0

con v v.a., la cui d.d.p. ¢ pari a f, (v) = )
0 v<0

a) Determinare la stima a massima verosimiglianza di X. Valutare la
correttezza dello stimatore ottenuto. E possibile determinare uno sti-

matore corretto di X7

b) Assumendo ora che X sia una v.a. indipendente da v, con densita di

probabilita
fx(z) =

0 altrimenti

{1 0<z<l1

determinare le stime MEQM e LMEQM di X.

c¢) Riportare in un grafico 'andamento delle stime calcolate ai punti a) e

b), al variare di y.



Capitolo 4
Filtraggio ottimo

In questo capitolo vengono introdotti i concetti fondamentali della teoria del
filtraggio ottimo, con particolare attenzione rivolta al filtraggio alla Wiener
che, nelle sue diverse forme, ¢ ampiamente utilizzato in svariate applicazioni

di controllo o signal-processing.

4.1 Formulazione del problema

Dati due processi stocastici s(t) e y(t), il problema del filtraggio consiste
nel determinare una stima di s(k + [) sulla base delle osservazioni Y}* , =
{y(k),y(k—1),...,y(k — N)}. In questo contesto, uno stimatore di s(k + 1)
viene chiamato filtro e la stima viene comunemente indicata con § (k + [|Y} ).
Fra tutti i filtri possibili, ci si propone di trovare quello “ottimo”, rispetto

ad un opportuno indice di costo legato all’errore di stima:
S(k+UYEy) =sk+1)—5(k+1YEy). (4.1)

Lo schema di Figura 4.1 mostra come viene generato l’errore di stima; il bloc-
co X rappresenta il filtro. Come si e visto nel capitolo precedente, una pos-
sibile scelta e quella di determinare il filtro in modo da minimizzare ’errore

quadratico medio:
EQM = E |{5 (k+1vE )}’ (4.2)

119
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s(k) , stk+1) +  5(k+1YE y)

L S E

§(k+1Y,E y)

filtro

Figura 4.1: Problema del filtraggio lineare.

Dal momento che il calcolo dello stimatore a minimo errore quadratico
medio (MEQM) risulta essere, in generale, troppo complesso, solitamente si
restringe la classe dei filtri all’interno della quale ricercare quello ottimo. Im-
ponendo che il filtro sia un sistema dinamico lineare, il problema di filtraggio
ottimo diventa quello di trovare lo stimatore lineare che minimizza 1’errore
quadratico medio (LMEQM):

3 lineare

min E|{5(k+ 1)}

Esempio 4.1. Nel caso in cui il processo delle osservazioni y(k) coincida con

il processo s(k) da stimare

ed [ > 0, si parla di predizione pura. In questo caso si desidera stimare il
valore che il processo osservato assumera in un certo istante futuro. Appli-
cazioni tipiche di tale problema riguardano la predizione di serie storiche in

vari settori (economia, biologia, ecc.). A

Esempio 4.2. Di frequente il processo s(k) da stimare non & accessibile
direttamente, ma ne e disponibile solo una misura rumorosa. Supponendo

un modello di rumore additivo, le osservazioni assumono la forma
y(k) = s(k) +v(k),

in cui il rumore v(k) si suppone scorrelato dal segnale di interesse s(k). A

seconda del valore assunto da [, si distinguono tre differenti problemi:
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e [ > (0 = predizione;
e | =0 = filtraggio;
e | < (0 = smoothing.

In generale, si parla di predizione quando si desidera stimare il valore di s(k)
in istanti successivi rispetto agli istanti delle osservazioni disponibili. Se per
stimare s(k) si utilizzano anche le osservazioni all’istante k, allora si parla di
filtraggio vero e proprio. Infine, nel caso in cui si utilizzino anche osservazioni

successive all’istante di interesse, si parla di smoothing. A

Esempio 4.3. Si consideri il sistema LTT in forma di stato

r(k+1) = Axz(k) + Gw(k)
y(k) = Cx(k) + v(k)

dove w(w) e v(k) sono processi stocastici di cui sono note alcune caratteri-
stiche (ad es., media e covarianza). Un tipico problema di filtraggio consiste

nello stimare lo stato z(k) a partire dalle uscite y(k). A

Esempio 4.4. Quando si desidera stimare il valore dellingresso u(k) di un
sistema LTI, individuato dalla funzione di trasferimento G(z), a partire dalle

uscite rumorose

y(k) = G(2)u(k) + v(k)

si parla di problema di deconvoluzione ottima. Un tipico esempio ¢ la rico-
struzione di un segnale u(k) trasmesso attraverso un canale rumoroso model-

lato tramite la f.d.t. G(z), a partire dal segnale y(k) ricevuto. A

A seconda delle ipotesi sui processi stocastici s(k) ed y(k), si ottengono
diverse soluzioni al problema del filtraggio ottimo. Di seguito, viene illustrata

la teoria del filtraggio alla Wiener, che parte dall’assunzione di stazionarieta
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per i processi stocastici s(k) ed y(k). Come vedremo, in questo contesto si
utilizza una descrizione di tipo ingresso-uscita mediante funzioni di trasfe-
rimento. In primo luogo, verra esaminato il caso di filtri a risposta finita
(FIR) per i quali la soluzione del problema di filtraggio viene calcolata in
termini di risposta impulsiva del filtro. Successivamente, verra esaminato il
caso piu generale di filtri lineari tempo-invarianti (LTT), in cui il filtro ottimo

LMEQM viene calcolato nel dominio della frequenza.

4.2 Filtro di Wiener FIR

Siano s(k) ed y(k) due processi stocastici congiuntamente stazionari. Senza

perdita di generalita, supponiamo che essi siano a media nulla:
E[s(k)] = Efy(k)] =0,
e siano Rs(7) e Ry(7) le rispettive funzioni di covarianza:

Rs(1) = E[s(k+ 7)s(k)],
Ry(t) = E[y(k+7)y(k)].

Infine, si indichi con Ry (7) la funzione di covarianza incrociata:
Rsy(1) = E[s(k +7)y(k)] .

Un generico filtro lineare si dice a risposta impulsiva finita (FIR) se la
sua risposta impulsiva {g;};5 ¢ diversa da zero solo per un numero finito
di campioni. Di conseguenza la funzione di trasferimento G(z) del filtro puo

essere scritta come: N
G(z) = Zgiz_i,
=0
in cui I'intero N rappresenta l'ordine del filtro.
Riprendendo la formulazione presentata nel paragrafo precedente, 1'o-
biettivo ¢ quello di determinare il filtro lineare FIR che risolve il proble-

ma di filtraggio ottimo nel caso in cui [ = 0 (filtro di Wiener FIR). Va-

le a dire, si desidera stimare il valore assunto dal processo stocastico s(k)
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utilizzando le ultime N + 1 misure disponibili del processo y(k), Y}¥ y =
Al fine di calcolare il filtro LMEQM FIR, si indichi con:

S(k) = Zgiy(k —1) (4.3)

I'uscita di un generico filtro FIR di ordine NV alimentato dal processo delle
osservazioni y(k). Per calcolare il filtro di Wiener FIR, occorre determinare

i valori dei coefficienti g; che minimizzano ’errore quadratico medio (4.2):

—E <s(k) - ggzy(/f - Z’>> (S(/f) - égzy(k - 2))]
~E[2(k)] -2 i G B [s(k)y(k — 1)

‘ ﬁ i 00,y — y(k— )
= R, (0) —2 ﬁ; giltsy (i) + ﬁ; iogiijy (J—1)

Imponendo che la derivata rispetto a ciascun g; si annulli in corrispon-

denza dei coefficienti ottimi g, si ottiene:
N
2Ry () +2Y giRy(j—1)=0, i=0,...N,
=0

da cui:

N
Rey ()= giRy(j—i), i=0,...,N. (4.4)
§=0

Le (4.4) sono chiamate equazioni di Wiener-Hopf e rappresentano un sistema

lineare di N +1 equazioni in N +1 incognite. Tale sistema puo essere riscritto
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in forma matriciale come:

Ry (0) Ry (0) Ry(1) ... Ry(N) 9%
Ry (1) o Ry (—1) Ry (0) o Ry(N 1) 97
Rgy (N) Ry(=N) Ry(-N+1) ... R, (0) aN
(4.5)

Si noti che la matrice delle covarianze di y che compare in (4.5) ha la pro-
prieta che ogni diagonale ¢ composta da elementi tutti uguali. Una matrice
di questo tipo e detta matrice di Toeplitz. Nel paragrafo 2.1 si e visto che la
matrice delle covarianze di un processo stocastico y ¢ simmetrica e semidefi-
nita positiva. Nel caso in cui essa risulti definita positiva, 'unica soluzione

del sistema lineare (4.5) risulta essere:

-1

9% Ry (0) Ry (1) e Ry (N) Rey (0)

9 Ry (—1) Ry (0) s Ry (N —1) Ry (1)

In Ry(=N) Ry(-N+1) ... Ry (0) Rsy (N)
(4.6)

L’equazione (4.6) fornisce il valore dei coefficienti del filtro di Wiener FIR,

la cui funzione di trasferimento ¢ dunque:

N .
G(z) = Zg;kz_l.
i=0

Dal principio di ortogonalita dello stimatore LMEQM (vedi (3.28)) discende
che:

E[5(k)y(k—i)] =0, i=0,...,N. (4.7)

In effetti, ¢ possibile ricavare i coeflicienti g/ anche a partire dalla (4.7) (vedi
Esercizio 4.3).

Una volta derivata 'espressione del filtro, si puo calcolare 'errore qua-
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dratico medio come segue:

EQM* =E [§*(k)] =E

(4.8)

in cui la [1] deriva dal principio di ortogonalita (4.7) e la [2] direttamente dalla
definizione di §(k). Per valutare le prestazioni del filtro di Wiener FIR, un
tipico modo di procedere consiste nel confrontarle con quelle del cosiddetto

filtro “nait”:
s(k) = y(k),
in cui si utilizza direttamente 1'ultima misura y(k) come stima §(k) (in pra-

tica, senza procedere ad alcun filtraggio). In questo caso l'errore quadratico

medio vale:
EQM,y = E [(s(k) — y(k))*] = Ra(0) — 2Ray (0) + Ry (0) .

Un indicatore utilizzato di frequente per valutare le prestazioni del filtro di
Wiener FIR ¢ la

(4.9)

EQM,
Riduzione di EQM = 101log,, ( @ °> dB.

EQM*
Esempio 4.5. Si supponga di utilizzare un filtro FIR di ordine N = 2 per

stimare il valore assunto dal p.s. s(k), sulla base delle osservazioni:
y(k) = s(k) +v(k),

dove il rumore di misura v(k) & bianco, a media nulla e varianza o2 = 2,

scorrelato da s(-). Inoltre, sia:

Rs(1) = 0.95/"!
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la funzione di covarianza di s(k), che si suppone essere a media nulla.
Si indichi con:
G(z)=g5+gi2 +g527°
la funzione di trasferimento del filtro. Occorre determinare i coefficienti g,
g7 e g3 che minimizzano 'EQM. In accordo con la formula (4.6), si procede

con il calcolo delle funzioni di covarianza R, (7) e Ry (7).

Ry(t) = E[y(k+7)y(k)] = E[(s(k + 1) + v(k + 7)) (s(k) + v(k))]
= Rs(7) + Ry(7)

dal momento che s(+) e v(+) sono scorrelati.
Rey (1) = Els(k +7)(y(k))] = E[s(k + 7)(s(k) + v(k))] = Rs(7)

Ne segue che

90 Ry (0)+ Ry (0)  Rs(1)+ R'u (1) Rs(2) + Ry (2) R, (0)
gi| = [ Bs (1) + ( 1) R, (0) (0) R (1) + Ry (1) R, (1)
9 R (=2) + Ry (—2) ( ~1) Ry (0) + Ry (0) Rs(2)
3 095 0.95° 0.2203
1 0,95 0.95 0.95 [ = [ 0.1919
0.95% 0.95 0.95? 0.1738

dove la [1] discende da:

2 set=0

0 seT#0

Ry(7) =
In questo caso l'errore quadratico medio vale:
EQM* =R, (0) — Y _ g Ray (i) = 0.4406

mentre in assenza di filtraggio si avrebbe:

EQMy = Rs(0) — 2R, (0) + Ry (0) =1—2+1+2=2
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ottenendo, quindi, una

Riduzione di EQM = 10log,, ( ) = 6.57 dB.

2
0.4406

4.3 Predittore di Wiener FIR

In questo paragrafo vedremo come progettare un filtro FIR per predire il
valore assunto da un processo stocastico s(-) all’istante k1, con [ > 0, sulla
base delle osservazioni Y* . Analogamente a quanto fatto in precedenza,
all’interno della classe dei filtri lineari a risposta impulsiva finita, si ricerca

quello che minimizza 'errore quadratico medio di predizione. Si denoti con:
N
Sk+1) =Y giy(k —i)
i=0

la predizione di s(k + [) ottenuta filtrando le osservazioni y(-) fino all’istan-
te k, mediante un filtro FIR di ordine N, rappresentato dalla funzione di

trasferimento: N
G(z) = Zgiz’i.
i=0

Al fine di calcolare i coefficienti g7 che minimizzano 'EQM, si consideri

I'errore di predizione:
Sk+1)=s(k+1)—35k+1).

Sotto 'ipotesi di stazionarieta dei p.s. s(k) e y(k), imponendo la condizione

di ortogonalita:

si ottiene:



128 CAPITOLO 4. FILTRAGGIO OTTIMO

da cui:
0 Ry(0)  Ry() ... Ry(N) \ [ Ruyl
gi| | Ry(-)  R,0) ... R,(N-1 Rey (1 +1)
gn Ry (—N) Ry (—N—i— 1) Ry (O) Rsy (l—i—N)
(4.10)

Il filtro cosi ottenuto va sotto il nome di predittore di Wiener FIR, e rap-
presenta la predizione lineare [ passi in avanti che minimizza 'EQM di pre-
dizione. Si osservi che la differenza fra la (4.10) e la (4.6) consiste in una
traslazione di [ passi in avanti della covarianza incrociata Ry (7).

In maniera del tutto simile a quanto fatto per il filtro di Wiener FIR,

I’EQM di predizione puo essere calcolato come:

N

EQM = R, (0) = > i Ray (I +1). (4.11)

1=0

Esempio 4.6. Si consideri il problema di predizione pura:

con:

Rs(1) = 0.95/7I.

Si desidera predire il valore di s(k + 1) utilizzando un filtro FIR di ordine
N = 2. Allora:

da cui:
9 1 0.95 0.952 B 0.95 0.95
gl =109 1 0.95 0.95% | = 0
95 0.952 0.95 1 0.95% 0

Quindi, il predittore di Wiener FIR a un passo in avanti vale:

§(k+1) = 0.95s(k)
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vale a dire, utilizza solo la misura piu recente. Questa ¢ una caratteristica
dei processi esponenzialmente correlati. In generale si puo dimostrare che se
s(k) e esponenzialmente correlato, il predittore di Wiener FIR ad [ passi in
avanti assume la forma:

R, (1)
R, (0)

$(k+1) = s(k)

qualunque sia 'ordine scelto N. A

Da quanto visto negli ultimi due paragrafi, il calcolo del filtro di Wiener
FIR (o, equivalentemente, il predittore FIR) puo diventare eccessivamente
oneroso quando si desideri utilizzare un elevato numero di misure N. In
questi casi, infatti, occorre risolvere un sistema lineare di ordine elevato. Una
possibile alternativa, che consente di considerare tutte le misure disponibili
(N = 00) ai fini della stima, consiste nell’utilizzare una descrizione del filtro
in termini di funzione di trasferimento G(z), anziché di risposta impulsiva
{gi}. Per questo, nel prossimo paragrafo saranno presentati alcuni risultati
sulla fattorizzazione spettrale, che consentiranno di ricavare la f.d.t. del
predittore LMEQM basato su tutte le misure Y*__.

4.4 Fattorizzazione spettrale

Nel paragrafo 2.4 si e visto come si modifica lo spettro di un processo stoca-
stico stazionario quando viene filtrato mediante un sistema lineare asintoti-
camente stabile. Ora ci proponiamo di risolvere il problema inverso. Dato un
p.s. stazionario y(k), caratterizzato da uno spettro razionale ¢,(z), si vuole
trovare una funzione di trasferimento H(z) razionale ed una varianza o2, tale
che

dy(2) = H(z)H(z Nl

e

Tale problema va sotto il nome di fattorizzazione spettrale e, se non si im-
pongono altri vincoli, la soluzione non ¢ unica, come mostrano i seguenti

esempi.
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Esempio 4.7. Sia H;(z) soluzione del problema di fattorizzazione spettrale

con varianza o3. Vale a dire:
¢y(2) = Hy(2)Hy (2o},

Allora, anche:
Hy(z) = kHy(2), kE#0

2

¢ soluzione con varianza o = %. Infatti:
2
o

Hy(2)Hy(27")o3 = kHl(Z)kHl(Z_l)k—; = Hi(2)Hi(2 7)ot = 6,(2).

Esempio 4.8. Sia H;(z) soluzione del problema di fattorizzazione spettrale

con varianza o3 e si supponga che H;(z) abbia uno zero in z = a:

Allora, anche:

Hy(z) = ()=~ )

¢ soluzione con varianza o3 = o?o%. Infatti:

V() o]

-1

1
é(a - z’l)fl(z’l)%((x —2)a’o?
(2)(z =) H(z"") (=" — a)oi = ¢,(2)

2

1

Quindi, se una f.d.t. con uno zero in « ¢ soluzione con varianza o<, anche la
f.d.t. che si ottiene sostituendo lo zero in « col suo reciproco — & soluzione
Q@
i 262, Un di 1 le nel i i si bi 1
con varianza a“c”. Un discorso analogo vale nel caso in cui si scambi un polo

col suo reciproco. A

Al fine di garantire I'unicita della soluzione del problema di fattorizzazione

occorre quindi imporre alcuni vincoli sulla funzione di trasferimento H(z).
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Teorema 11. Dato uno spettro razionale

m

che non possiede poli sulla circonferenza unitaria, la fattorizzazione spettrale

¢y(2) = H(2)H(z")o,

e’

con B
A(z)

esite ed ¢ unica se si impongono le sequenti condizioni:

H(z) =

1. i polinomi A(z) e B(z) sono coprimi e monici, ovvero hanno forma
AZ)=1+az7 - apz™

B(z) =1+ Bz 4ot fuz ™

e non hanno zeri in comune;

2. gli zeri di A(z) sono interni alla circonferenza unitaria e quelli di B(z)

sono interni o sulla circonferenza unitaria.

La funzione di trasferimento H (z) che soddisfa i precedenti requisiti viene
chiamata fattore spettrale canonico di ¢,(z). Si osservi che il requisito 2)
garantisce che H (z) sia asintoticamente stabile. In questo modo, il p.s. y(k),
caratterizzato da uno spettro ¢,(2), puo essere sempre visto come l'uscita di
un sistema lineare avente f.d.t. H(z), alimentato da un rumore bianco e(k)

con varianza o2.

Esempio 4.9. Sia:

1

o) = 195 —05s —05
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lo spettro del p.s. y(k). Si desidera calcolare il fattore spettrale canonico

e la varianza 2. Chiaramente, B(z) = 1. Ai fini del calcolo di A(z) si osservi

che il denominatore di ¢,(2) puo essere riscritto come:
1.25—0.52 — 0.5z = (1 — 0.5z 1)(1 — 0.52),

per cui:

A(z)=1-05z"".
Concludendo, il fattore spettrale canonico vale:

1

A(2) = o5

con la varianza o2 = 1. A

Esempio 4.10. Si consideri il processo stocastico tempo discreto y(t) ge-
nerato come rappresentato in Figura 4.2, dove I'ingresso u(t) € un processo

1
stocastico tale che u(t) = w(t) +2w(t —1) e G(z) = 13051 Suppo-
bz

ut) . ey | v

Figura 4.2.

nendo che w(t) e v(t) siano due rumori bianchi gaussiani scorrelati a media
nulla e varianza 0% =1 e 02 = 2, si desidera determinare il fattore spettrale
canonico di ¢,(2).

Indicando con ¢,(z) lo spettro del processo stocastico

(t) = u(t) +v(t),
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¢ possibile calcolare lo spettro di y(t) come:

¢y(2) = G(2)G(2)a(2).

Dal momento che i rumori w(t) e v(t) sono tra di loro scorrelati, si ha che:

¢2(2) = du(2) + du(2).

Ovviamente, essendo v(t) bianco, il suo spettro vale:

mentre lo spettro di u(t) (processo stocastico MA(1)) vale:

bu(2) =22+ 5+ 2271,

Allora:
¢y(2) = G(2)G(27")(du(2) + 6u(2))
B 224+ 7+ 2271
n (1+0.52"1)(140.52)
Sia
o=28

il fattore spettrale canonico di ¢,(z), con varianza o2 da determinare. Il

denominatore ¢ gia fattorizzato, per cui:
A(z) =1+0.5271,

mentre, per calcolare il numeratore e la varianza o2, ipotizziamo per B(z) la

seguente forma:
B(z) =1+bz",
con b coefficiente da determinare. Imponendo 1'uguaglianza dei polinomi
B(2)B(z No2=(1+bzH(1+b2)o2=22+T7+227"
si ottiene il seguente sistema:
ob =

e

21+ =7
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da cui

Q
|
SN

202 —Th+2=0

La seconda equazione ammette due soluzioni:
by = 0.3139, by = 3.1861,

ciascuna il reciproco dell’altra.! Dal momento che b corrisponde proprio allo

zero di B(z), scegliamo la radice interna al cerchio unitario:
b= 0.3139,

affinché sia verificato il requisito 2) del fattore spettrale canonico. A questo

punto:
2
02 == =6.3715
b
¢ 1
14 0.31392~
H(z) = 2+ 001492 7
1+0.5z1

4.5 Predittore di Wiener

In questo paragrafo vedremo come risolvere il problema di predizione pura
(vedi Esempio 4.6), qualora si vogliano utilizzare tutte le osservazioni dispo-
nibili fino all’istante in cui si effettua la predizione. L’obiettivo e stimare il
valore assunto dal p.s. y(-) all'istante k + [, con [ > 0, sulla base delle osser-
vazioni Y* = {y(k),y(k —1),y(k — 2),...}. In questo contesto, la stima di
9(k +1|Y*_ ) viene indicata pitt brevemente con (k + I|k) (ovvero, stima di
y(k + ) basata su misure fino all’istante k).

Al solito, si desidera calcolare lo stimatore lineare di y(k + {) a minimo

errore quadratico medio. A differenza di quanto fatto nel paragrafo 4.6,

Si noti che questo accade sempre, per le proprieta degli spettri.
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quando il numero di osservazioni ¢ infinito, e preferibile lavorare nel dominio
della frequenza, per cui ci si propone di calcolare direttamente la funzione di
)

trasferimento G(z) del predittore:
gk +1[k) = G(2)y(k)

che minimizza 'EQM, anziché la sua risposta impulsiva.
Sia:
C(z)

75 =26)

il fattore spettrale canonico di ¢,(z), con varianza o2. Questo significa che

denotando con e(k) un processo stocastico bianco con varianza o2,

y(k) = H(z)e(k). (4.12)

R(z) o
A(z)

=Q(2) +

in cui Q(z) rappresenta il quoziente e R(z)z"" il resto della divisione £. Da
un punto di vista operativo, questo vuol dire procedere con la divisione lunga
tra i polinomi (in 27') C(z) ed A(z) finché nel resto non compaia il fattor
comune 2! in tutti i termini del polinomio (e questo accade dopo al pit [
passi di divisione). Inoltre, ¢ possibile verificare che il grado del polinomio

R(z) ¢ minore di quello di A(z):
deg(R?) < deg(A),
mentre il grado del polinomio Q(z) ¢ minore di I:

deg(Q) < L.

Sia:
Q(z) =q + a2zt -%427@71)-
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Allora, dalla (4.12), segue:

C(z)
A(z)

— (Q(z) + %2—1 e(k+1) (4.13)
)

ylk+1)=H(z)ek+1) = e(k+1)

2)
R(z)

=Q(2)e(k+1)+ A(Z)e(k).

Inoltre, per le proprieta del fattore spettrale canonico, H (z) e asintoticamente
stabile e, assumendo che H(z) non abbia zeri sulla circonferenza unitaria, an-
che la sua inversa H!(z) lo ¢. Percio ¢ possibile invertire la relazione (4.12),

ottenendo:

g(gy(kﬁ)'

(
Sostituendo I'equazione precedente nella (4.13), si ottiene:

e(k) = H ' (2)y(k) =

ggy(k)

yk+1) =Q(z)e(k +1)+ (4.14)

Si noti che il primo termine a destra della precedente equazione corrisponde
a:

Qz)e(k+1)=qelk+1)+qek+1—-1)+---+q_1e(k+1)

e dipende dal valore assunto dal rumore e(-) in istanti successivi a quel-
lo di osservazione k. Inoltre, per la proprieta del rumore bianco, i va-
lori e(k +4), i = 1,...,1 sono scorrelati da tutte le osservazioni Y* =
{y(k),y(k —1),y(k —2),...}, per cui sono impredicibili. La miglior stima

possibile di e(k + i), quindi, corrisponde al suo valor medio
é(k+i)=Ele(k+1)]=0.

Si puo quindi concludere che la stima LMEQM di y(k + ), sulla base delle
misure disponibili fino all’istante k, ¢ costituita dal secondo termine a destra
nella (4.14), ovvero si ha:

R(z)

y(k). (4.15)
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Al fine di calcolare 'errore quadratico medio di predizione, sottraendo
la (4.15) dalla (4.14) si ottiene:

gk +1)

ylk+1) —glk+1k)=Q(2)e(k +1)

ek +1)+qe(k+1—1)+--+q_1e(k+1)
l_

[y

ge(k+1—1).

~
Il
o

Quindi:
(4.16)

dal momento che, essendo e(-) un rumore bianco, il valore atteso dei prodotti

misti ¢ nullo.

Esempio 4.11. Si consideri il processo stocastico ARMA(1,1), generato nel

seguente modo:
1
y(k) = 5y(k = 1) = w(k) — dw(k - 1),

dove w(k) & un rumore bianco a media nulla, con varianza o2, = 2.
Si desidera calcolare il predittore ottimo a 2 passi in avanti y(k + 2|k).

La funzione di trasferimento W (z) del sistema che genera y(k) a partire da
w(k) vale:
o 1—4!

=—
1 5%

W(z)

per cui lo spettro di y(k) risulta:

by(2) = W(W (Yo, = L= )L =42)

Y1 - %2—1)(1 — %z)

Ai fini del calcolo del fattore spettrale canonico

C(z)

HE=30)
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osserviamo che, dalla fattorizzazione del denominatore, discende immediata-

mente
1
Alz)=1— =271
() =1-3
Il polinomio in z~' del numeratore di ¢,(z), invece, presenta uno zero in-
stabile (z = 4). Per calcolare C(z) possiamo sfruttare I'osservazione fatta
nell’Esempio 4.8, vale a dire possiamo scambiare lo zero instabile con il suo

reciproco, a patto di modificare la varianza o2 = 16 - 02,. Questo significa

che lo spettro puo essere riscritto come:

(1-1H(1-1z)

%) = 051 —050) 2
da cui:
Cz)=1- izl

e 02 = 32. 1l predittore ottimo a 2 passi in avanti vale:

ik +200) = G )
dove o) R(2)
Az~ YT AT

Effettuiamo la divisione lunga

comune:
1— 1z 1— 1z
1—1z71 143271
11
ZZ
4
1.2
gz
Quindi:
Riz) =+ Q) =1+ s
zZ) = — Z) = —Z
8 4
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Figura 4.3.

e il predittore LMEQM a 2 passi in avanti assume la forma:

A~

1
ik + 2lk) = —S—y (k).

Si noti che, nel dominio del tempo, I’equazione del predittore equivale ad una

ricorsione che coinvolge il valore predetto dal filtro all’istante precedente:

1 1
gk + 2|k) = Zg)(k +1|k—1)+ gy(k‘).

L’EQM del predittore appena calcolato vale:

1
EQM* = (¢3 + ¢?)o? = (1 + 1—6> 32 = 34.

Esempio 4.12. Si consideri il sistema rappresentato in Figura 4.12, in cui

u(k) € un processo stocastico che soddisfa ’equazione:
1
u(k) = w(k) + gw(k - 1),

con w(k) processo stocastico bianco, a media nulla e di varianza o2, = 4
Assumendo:

1 1+ 227!
4% = — " W- =—10
&= W =T
si desidera calcolare 1’equazione del predittore ottimo lineare MEQM a due
passi in avanti gs(k + 2|k).

Innanzitutto, calcoliamo lo spettro di y,. Sia:

W) = W) = (1
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la funzione di trasferimento dall’ingresso u(k) all'uscita yo(k). Allora:

Bya(2) = W()W (27)u(2),

dove
du(z) = (1+ ézl)(l + éz)zl.
Per cui:
QB A+ )
P (2) = (1+ 12712 (1+12)? !
s C()CET
A2) A(z71) ¢

Osservando lo spettro appena calcolato, ¢ possibile notare che i polinomi C'(z)
ed A(z) soddisfano le condizioni del Teorema 11, per cui il fattore spettrale
canonico risulta essere:

Clz) _ (14 2 (14527 _ 14 szl 4 227t

A(z) (1+ 3271)2 1432714 L272

H(z) =

con varianza o2 = 4. Per calcolare i coefficienti della funzione di trasferimen-
C(z)
A(z)

to del predittore, effettuiamo la divisione lunga

da cui:

R(z)=—-1- Q) =1
Si osservi che, sebbene si stia cercando il predittore a 2 passi in avanti, in
questo caso e bastato un solo passo di divisione perché comparisse il fattor
comune z 2. In generale, con un orizzonte di predizione pari ad [, occorre ef-
fettuare al piu [ passi di divisione. La funzione di trasferimento del predittore
e quindi:
R(2) ~ im0

Clz) 143214227

G(z) =
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che corrisponde alla seguente equazione ricorsiva nel dominio del tempo:

1 3 1
Jo(k 4+ 2|k) = —=g2(k + 1|k — 1) — —0a(k|k — 2) — —y(k).
Gtk +201) = =2+ 1k = 1) = Sga(hll = 2) = 1su(k)

Infine, I'errore quadratico medio di predizione vale:

EQM* = ¢3o2 = 4.

4.6 Esercizi

4.1. Utilizzando MATLAB®, ripetere I'esercizio presentato nell’Esempio 4.5
al variare dell’ordine del filtro FIR, N = 1,...,20, e plottare 'EQM™* ¢ la
riduzione di EQM in funzione di N. Per la costruzione dell’equazioni di

Wiener-Hopf, si usi il comando toeplitz di MATLAB®.

4.2. Si consideri il problema di predizione pura:

e sia:

Ro(7) = 0.56(7) + 0.9/ cos(%)

la matrice di covarianza del processo stocastico s(k). Calcolare i coefficienti

del predittore di Wiener FIR di ordine N = 2 a due passi in avanti.

4.3. Ricavare I'espressione dei coefficienti g; del filtro di Wiener FIR di ordine

N imponendo le condizioni di ortogonalita (4.7).

4.4. Si consideri il sistema rappresentato in Figura 4.4, in cui e(¢) ¢ un
processo stocastico bianco di varianza o2 = 16, e K ¢ un guadagno costante

reale.

a) Determinare per quali valori di K € R il processo stocastico y(t) e

asintoticamente stazionario.

b) Assumendo K = —%, calcolare la funzione di covarianza R, (7) del

processo y(t), per ogni intero 7.
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K

—_

1
z

Figura 4.4.

¢) Assumendo K = %, determinare ’equazione del predittore ottimo li-
neare MEQM a due passi in avanti g(t + 2|t) per il processo stocasti-

co y(t), ed il relativo errore quadratico medio di predizione EQM =
E[{y(t+2) =gt +2[1)}7].

d) Determinare per quali valori di K, l'errore quadratico medio di pre-
dizione a quattro passi in avanti, E [{y(t +4) — §(t + 4[¢)}?], ottenuto
mediante il predittore ottimo lineare MEQM, risulta essere inferiore a
60.

4.5. Si consideri il sistema rappresentato in Figura 4.5, in cui u(t) ¢ un

processo stocastico che soddisfa 1’equazione
u(t) = 0.6u(t — 1) + e(t),
con e(t) processo stocastico bianco di varianza o2 =1, e
G(z) =1+4z""

a) Assumendo v(t) = 0, Vt, determinare l'equazione del predittore ot-
timo lineare MEQM a due passi in avanti g(t + 2|t) per il processo
stocastico y(t), ed il relativo errore quadratico medio di predizione
EQM =E[{y(t +2) — j(t +2[t)}?].

b) Ripetere l'esercizio al punto a), assumendo v(t) processo stocastico

bianco di varianza o2 = 10, indipendente da e(t).

c) Si assuma ora che y(t) sia un processo stocastico di tipo AR(1), di
equazione
y(t) = 0.6y(t — 1) + w(t),
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) | o £ )

Figura 4.5.

con w(t) processo stocastico bianco di varianza ¢2 = 19, indipenden-
te da e(t). Calcolare lo spettro ®,(z) di v(¢) e indicare un possibile

modello del processo stocastico v(t) .

4.6. Si consideri il sistema rappresentato in Figura 4.6, in cui e(¢) ¢ un

e(t)

A g Py Y,

Figura 4.6.

processo stocastico bianco, a media nulla e varianza 02 = 3, e P(z) = 1—227".

a) Assumendo G(z) = 1, determinare ’equazione del predittore ottimo
lineare MEQM un passo in avanti g(t + 1|¢) per il processo stocasti-

co y(t), ed il relativo errore quadratico medio di predizione EQM =
E[{y(t+1) =gt +1[t)}?].

b) Assumendo G(z) = K, con K costante reale positiva, determinare per

quali valori di K 'EQM definito al punto a) risulta non superiore a 10.

¢) Assumendo G(z) =
te.

ﬁ, ripetere 'esercizio del punto a) preceden-
-z

4.7. Si consideri il sistema rappresentato in Figura 4.7, in cui e;(t) e ex(t)
sono processi stocastici stazionari, bianchi, tra loro indipendenti, di varianza
. . . 2 . 2 o

rispettivamente paria oy =2 e 05 =1, e

Gh(z) = 1— %zl  Gh(z) =142
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alllf e (2)

Y y(t)
+
€9 (t) GQ(Z)
Figura 4.7.

a) Determinare lo spettro ®,(z) del processo stocastico y(t).

b) Determinare I'equazione del predittore ottimo lineare MEQM un passo
in avanti g(t 4+ 1]t) per il processo stocastico y(t), ed il relativo errore
quadratico medio di predizione EQM = E [{y(t + 1) — g(t + 1|t)}?].

c) Si consideri il predittore “naif” g(t + 1|t) = y(t). Calcolare I'errore
quadratico medio di predizione EQM, 4 = E [{y(t + 1) — g(t + 1]t)}?]
e confrontarlo con EQM calcolato al punto b). Motivare il risultato

ottenuto.

d) Siar(t) il processo stocastico generato come uscita di un sistema lineare
di funzione di trasferimento W (z), avente per ingresso il processo y(t).
Determinare la funzione di trasferimento W(z) in modo tale che r(t)

risulti essere un processo stazionario bianco, di varianza pari a lef

4.8. Si consideri il sistema rappresentato in Figura 4.7, in cui e;(t) e ex(t)
sono processi stocastici stazionari, bianchi, tra loro indipendenti, di varianza

rispettivamente pari a a% =6e U% =2 e

1 1
Gi(z2) = L Ga(z) = T_po1
2
a) Determinare per quali valori di p € R, il processo stocastico y(t) e

asintoticamente stazionario.

b) Assumendo p = %, determinare 1’equazione del predittore ottimo li-

neare MEQM a due passi in avanti g(t + 2|t) per il processo stocasti-
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co y(t), ed il relativo errore quadratico medio di predizione EQM =
EE[{y(t+2) — gt +2[t)}?].

¢) Assumendo p = %, determinare il valore massimo che puo assumere
la varianza o3 del processo es(t), affinché 'TEQM del predittore ottimo

lineare MEQM a due passi in avanti §(¢ + 2|t) non sia superiore a 20.

4.9. Si consideri il sistema rappresentato in Figura 4.8, in cui u(t) e v(t) sono

v(t) Lw(t)
u(t) ] G(2) z(t) H(2) y(t)

Figura 4.8.

processi stocastici bianchi, tra loro indipendenti, di varianza unitaria, e

1 -1 _
G(Z)ZH%Z ’ H(Z)ZLM'
1—1271 1—3271

a) Determinare I'equazione del predittore ottimo lineare MEQM a un pas-
so in avanti Z(t4 1|t) per il processo stocastico x(t), ed il relativo errore
quadratico medio di predizione EQM = E [{z(t + 1) — &(t + 1|t)}?].

b) Assumendo w(t) = 0, determinare ’equazione del predittore ottimo
lineare MEQM a due passi in avanti g(t + 2|t) per il processo stocasti-

co y(t), ed il relativo errore quadratico medio di predizione EQM =
E[{y(t+2) -9t +2[1)}7].

c¢) Determinare lo spettro ®,(z) del processo y(t) nel caso in cui:

1) w(t) sia un processo stocastico bianco, indipendente da u(t) e v(t),

. . . 2 _ .
di varianza pari a o, = 9;

2) w(t) =o(t), Vt.



146 CAPITOLO 4. FILTRAGGIO OTTIMO



Capitolo 5

Identificazione parametrica di

sistemi1 dinamici

In questo capitolo viene affrontato il problema dell’identificazione di modelli
matematici per la descrizione di sistemi dinamici. In particolare, ’attenzione
si concentrera esclusivamente sull’identificazione di modelli parametrici per
sistemi lineari tempo-invarianti. Per una trattazione completa si rimanda al
libro (Ljung, 1999).

5.1 Introduzione

Con il termine identificazione si designa l'insieme di tecniche che consento-
no di costruire modelli matematici di sistemi dinamici, a partire da misure
sperimentali (dati).

Gli elementi principali del problema sono:

e un set di dati; ad esempio, una sequenza di N campioni dell’ingresso

u(t) e dell'uscita y(t) di un sistema dinamico, ovvero
2V = {u(1),y(1), ..., u(N),y(N)}; (5.1)

e una classe di modelli candidati, di struttura prefissata, all’interno della

147
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quale scegliere il modello identificato (ad esempio: funzioni di trasferi-

mento di ordine fissato);
e un criterio di selezione del modello “ottimo”;
e le procedure di validazione del modello.

Il ruolo di ciascun elemento viene illustrato brevemente nel seguito.

Set di dati

I dati sono 'insieme delle misure effettuate sul sistema, in base alle quali si
desidera stimare un modello del sistema stesso. In questo corso, verranno
considerati soltanto insiemi di dati ingresso-uscita nel dominio del tempo,
del tipo ZV in (5.1).

In molti casi e possibile scegliere 'ingresso da fornire al sistema, o, piu in
generale, le condizioni operative del sistema stesso. Come vedremo in segui-
to, cio puo influenzare significativamente la qualita del modello identificato.
Altri aspetti importanti sono la durata dell’esperimento (cioe la lunghezza
N del set di dati), il tempo di campionamento, ecc. Tutto cio fa parte del
“progetto dell’esperimento di identificazione”, che costituisce la prima fase
dell’intera procedura. Purtroppo, non e sempre possibile scegliere I'ingres-
so e le condizioni operative sono fissate (ad esempio, quando il sistema in
esame ¢ inserito in un anello di controllo e gli ingressi sono selezionati dal

controllore).

Classe di modelli

La scelta della classe di modelli rappresenta la parte piu delicata della proce-
dura di identificazione, poiché condiziona pesantemente il risultato finale. In

generale, un modello puo essere visto come una mappa dai dati alle uscite:

j(t:0) =g (0,2")
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dove §(t; 0) rappresenta I'uscita all’istante ¢ predetta dal modello, Z!~! sono
i dati raccolti fino all’istante ¢ — 1 e € € un insieme di elementi da determinare
che definiscono lo specifico modello all’interno della classe.

La classe di modelli sara dunque individuata da
M={g(,):0€06 CS}

dove © e l'insieme che definisce la conoscenza a priori sul modello e § € lo
spazio degli elementi 6.

E possibile individuare due macrotipologie di modelli:

e modelli parametrici, in cui € un vettore di parametri, di dimensio-
ne finita (ad esempio, i coefficienti dei polinomi di una funzione di

trasferimento razionale G(z));

e modelli non parametrici, in cui € ¢ una funzione che descrive alcu-
ne caratteristiche fondamentali del modello; tipici esempi sono la ri-
sposta impulsiva o al gradino (nel dominio del tempo), o la rispo-
sta in frequenza (nel dominio della frequenza) di un sistema lineare

tempo-invariante.

Nell’ambito dell’identificazione parametrica si possono distinguere modelli in
cui i parametri derivano da leggi fisiche o conoscenze di altro tipo (modelli
a “scatola grigia”), e modelli in cui i parametri sono usati per rappresen-
tare il comportamento ingresso-uscita del sistema, senza alcun particolare
significato fisico (modelli a “scatola nera”). Inoltre, i modelli possono essere
classificati in base al grado di complessita (lineari o non lineari, di ordine
ridotto o elevato, tempo-invarianti o tempo-varianti, a parametri concentrati
o distribuiti, ecc.). In generale, un requisito fondamentale per una classe
di modelli ¢ la capacita di rappresentare i fenomeni di interesse nell’ambito
considerato (modello dipendente dallo scopo).

In questo corso, verranno considerati modelli lineari tempo-invarianti (cioe

descritti da funzioni di trasferimento razionali).
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Selezione del modello “ottimo”

Una volta raccolti i dati e fissata la classe di modelli M, il problema dell’i-
dentificazione consiste nel determinare 1’elemento 6* che minimizzi un certo
funzionale di costo J(6):
0 = in J (6
arg min J(6)
nell’ambito della classe di modelli scelta. Si hanno cosi problemi di ottimiz-

zazione (tanto piu complessi quanto piu ricca ¢ la classe di modelli e piu

complicato ¢ il funzionale J(6)).

Validazione del modello

Una volta che il modello g(#*,-) ¢ stato identificato, occorre wvalidarlo, ossia
verificare se esso e sufficientemente buono per gli scopi prefissi, e come si
relaziona ai dati disponibili e alla conoscenza a priori. Esistono varie pro-
cedure generali per la validazione di un modello. L’importanza attribuita
all’esito di ciascuna di esse e tuttavia fortemente dipendente dall’utilizzo che
si intende fare del modello una volta che lo si ¢ identificato (ad esempio, un
modello impiegato per il progetto di un sistema di controllo avra requisiti
diversi da quelli di un modello utilizzato per fare una predizione dell’uscita
del sistema).

Un modello puo non essere validato per diverse ragioni:

e non convergenza dell’algoritmo di ottimizzazione (problema numerico);
e crrata scelta del criterio J(6);

e classe di modelli non appropriata;

e set di dati non sufficientemente informativo.

Come gia detto, spesso il punto cruciale e proprio la scelta della classe di
modelli (ad esempio, per modelli lineari tempo-invarianti, la scelta dell’ordine

del modello). Nella pratica, la procedura di identificazione viene tipicamente
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iterata fino al soddisfacimento dei criteri di validazione, modificando ogni

volta uno o piu elementi del problema (vedi Figura 5.1).

Conoscenza
apriori

Progetto P v
dell’esperimento |~

Dati

Classe
di modelli

A

Criterio
di selezione ~

v
Calcolo del modello ottimo

\ 4

NO

Validazione

lOK

STOP

Figura 5.1. Procedura di identificazione.
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5.2 Modelli lineari tempo-invarianti

Si parla di identificazione parametrica quando la classe di modelli puo essere
rappresentata tramite una struttura che permette di descrivere la dinamica
ingresso-uscita del sistema e quella dell’errore di identificazione con un nu-
mero finito di valori numerici, detti appunto parametri. Una classe di modelli

molto diffusa ¢ quella dei modelli lineari tempo-invarianti (LTI):
y(t) = G(2)u(t) + H(2)e(t) (5:2)

dove u(t) rappresenta l'ingresso deterministico, e(t) € un processo stocastico
bianco, G(z) e H(z) sono opportune funzioni di trasferimento!. Il termine
G(z)u(t) rappresenta la componente deterministica del modello e descrive la
relazione tra lingresso u(t) e l'uscita y(t). Il termine H(z)e(t) modella la
componente stocastica presente nei dati y(t) (dovuta, ad esempio, a errori di
misura o a fenomeni non modellati dalla componente deterministica).

[ modello (5.2) &€ completamente specificato se sono note le risposte impulsive
{9(k)}o2 0, {R(k)}32, delle funzioni di trasferimento G(z) e H(z):

G(z) =Y g(k)z"*  H(z)=> hk)"

e la densita di probabilita fe (e) del processo e(t). Una scelta alternativa
consiste nell'individuare un numero finito di parametri 6 per descrivere il
modello. In quest’ottica, la classe dei modelli LTI comprende tutti i modelli

della forma

y(t) = G(z,0)u(t) + H(z,0)e(t)

dove e(t) € un processo bianco con densita di probabilita fe (e,6), e § € © C
R? rappresenta il vettore dei parametri. Spesso si individua il processo e(t)
mediante due soli parametri, la media (di solito nulla) e la varianza o2. Se il

rumore ¢ Gaussiano, cio equivale a specificare la densita f. (e).

L Anche in questo capitolo, con un abuso di notazione, si indica con z sia la variabile
complessa argomento delle funzioni di trasferimento, sia ’operatore di shift temporale tale

che, per una generica sequenza tempo-discreto u(k), zu(k) = u(k+1), 27t u(k) = u(k—1)
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Il modo piu semplice di parametrizzare il modello ¢ quello di scegliere 6
come vettore dei coefficienti dei polinomi al numeratore e al denominatore
delle funzioni razionali G(z) e H(z). Nel seguito si presentano le strutture
di modelli LTT piu diffuse.

5.2.1 Modelli ARX

Si supponga che il processo stocastico y(t) sia generato dalla regressione

lineare:

y(t)+ary(t—1)+- - Fan,y(t—ng) = biu(t—1)4- - -+by,u(t—np)+e(t) (5.3)
Se si definiscono i polinomi

ARy =1+az7 "+ +apz ", B(z)=biz '+ 4 b,,27™ (5.4)

le funzioni di trasferimento del modello LTI sono

B(z) H 1

G(z,0) = A0 (2,0) = A

In questo caso una scelta naturale per il vettore dei parametri e

(9:[&1 o Qp b1 bnb]/

a

e d = ng+np. Un modello che rientra in questa struttura si dice di tipo ARX
(Auto Regressive with eXogenous input). Si noti che da un punto di vista
fisico si fa un’ipotesi forte: il rumore e(t) viene filtrato da una funzione di
trasferimento avente lo stesso denominatore della funzione di trasferimento
G(z) del canale deterministico.

Nel caso particolare in cui n, = 0, si parla di modello FIR (Finite Impulse

Response), poiché la funzione di trasferimento G(z) vale
G(2) =biz ot by, 2™

e quindi g(k) = 0, per ogni k > ny,.
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5.2.2 Modelli ARMAX

Una struttura che fornisce pitu gradi di liberta (rispetto alla classe ARX) nella
descrizione del rumore ¢ la cosiddetta ARMAX (Auto Regressive Moving
Average with eXogenous input). In questo caso si ipotizza un meccanismo

di generazione di y(t) secondo la regressione:
y(t) + ary(t — 1)+ + an,y(t — na) = bru(t — 1) + -+ + by, u(t — my)
+e(t)+caelt—1)4+--+cye(t —ne)

Se si definisce il polinomio
Cz)=14crz - +cpz ™

le funzioni di trasferimento valgono

B(z) C(z)

G(Z’H)IA(Z)’ (Za >:A(Z)’

in cui A(z) e B(z) sono gli stessi polinomi definiti in (5.4). Il vettore dei

parametri per un modello ARMAX ¢ definito da
0=1lay ... an, by ... by, &1 ... )

e d = ng + ny + n.. Sinoti che si suppone che i polinomi A(z) e C(z) siano
monici, e 'entita della componente stocastica H(z)e(t) ¢ modellata mediante

la varianza o2 del processo e(t).

5.2.3 Modelli OE

Anche nel caso dei modelli ARMAX, le funzioni di trasferimento G(z) e H(z)
hanno lo stesso denominatore A(z). Se questa ipotesi non ¢ realistica, si deve
ricorrere ad altre classi di modelli. Ad esempio, si puo assumere che y(t) sia

generato secondo le equazioni:

y(t) = w(t) +e(t)
w(t) + frw(t —1) + -+ fru,w(t —ng) = byu(t — 1) + -+ + by ult — ny).



5.2. MODELLI LINEARI TEMPO-INVARIANTI 155

Se si definisce il polinomio
Fz)=1+ fiz7 ' 4+ Jn2™

le funzioni di trasferimento del modello LTT valgono
B(z)

G(z,0) = Fo)

H(z,0)=1.

Un modello di questo tipo viene chiamato OE (Output Error), poiché as-
sume che il rumore bianco e(t) agisca (in maniera additiva) direttamente

sull'uscita. In questo caso il vettore dei parametri ¢

0 =101 ... by fr - fu]

ed ha dimensione pari a d = ny, + ny.

5.2.4 Modelli BJ

Un ulteriore grado di liberta si puo ottenere ipotizzando che le funzioni di
trasferimento G(z) e H(z) siano completamente indipendenti, ossia
B(z) C(z)

e} D)

H(z,0) =

dove
D(z)=1+dyz '+ +d,,z "™
e B(z), C(z), F(z) sono gli stessi polinomi definiti in precedenza. Modelli

che posseggono questa struttura vengono detti BJ (Box-Jenkins) In questo

caso il vettore dei parametri vale

9:[1)1 bnb fl fnf C1 ... Cp, d1 dnd]/

ed ha dimensione d = ny + n. + nqg + ny.

Le strutture di modelli presentate in precedenza possono essere viste come
casi particolari di una famiglia generale di modelli dalla forma
B(z) C(2)
t t).
F(z)u( )+ D(Z)e( )

A(z) =



156 CAPITOLO 5. IDENTIFICAZIONE PARAMETRICA

Un ulteriore parametro da fissare ¢ il ritardo r tra l'ingresso u(t) e 'u-
scita y(t). Se questo dato € noto a priori, ¢ importante incorporare questa
informazione nella struttura, che quindi diventa

B(z)
F(z)

C(2)

A(z) = D(2) e(t).

2 "u(t) +

Da un punto di vista pratico, e possibile includere il ritardo nel polinomio

B(z), fissando a zero i primi r coefficienti. Infatti:

B(2)z" =biz " by, 2T

5.3 Criterio di scelta del modello

Una volta scelta la classe di modelli, occorre definire un criterio per selezio-
nare il miglior modello all’interno di essa, sulla base dei dati ZV. L’idea di
base & quella di confrontare le uscite {y(¢)} del sistema incognito con quelle
{ym(t)} fornite dal modello, a parita di ingresso {u(t)}. Analizziamo piu in
dettaglio I'uscita y,, del modello. Essa ¢ costituita, come detto, da una parte
deterministica y, e da una parte stocastica y;:

ym(t) =G(z, 0)ult) + H(z, 0)e(t).

g v~

ya(t) ys(t)

Naturalmente e(t) ¢ ignoto e occorre fare una “previsione” di cio che sara
y(t) (e in particolare y,(¢)) in base al modello scelto e ai dati disponibili. Una
scelta naturale ¢ quella di far coincidere y,,(t) con la predizione del valore
assunto dall’uscita all’istante ¢ sulla base dei dati Z'~! raccolti fino all’istante

precedente, ovvero:
Yym(t) = 9(t[t = 1).

Se ad esempio si vuole scegliere y,,,(¢) in base alla teoria della stima Bayesiana

a mimimo errore quadratico medio, ¢ noto che:

ym(t) = E [y()|2"],
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il cui calcolo richiede pero la conoscenza della densita di probabilita del pro-
cesso y(t).
In generale, dato un modello M (), occorre costruire un predittore dell'uscita

del modello g(t|t — 1), per poter formare l’errore di predizione:

e(t,0) = y(t) —g(tt —1).
I metodi di identificazione parametrica basati sull’errore di predizione mini-

mizzano tipicamente un funzionale di costo
J(e(t,0)) = Vn(0,27)

dove I'espressione a destra dell'uguale evidenzia la dipendenza del funzionale
sia dai parametri incogniti @ che dai dati disponibili Z¥. Il valore ottimo dei

parametri sara quindi dato da:
0y = 0n(2Y) = in Vi (60, 2V) . 5.5
v =On(2") = argmin Vi (0, 27) (5.5)
Nel seguito, vediamo come si puo ricavare semplicemente la predizione lineare

a minimo errore quadratico medio (LMEQM) g(t|t — 1), per la classe di

modelli LTT esaminati nella sezione 5.2:
y(t) = G(z)u(t) + H(z)e(t) = G(2)u(t) + v(t)
dove si ¢ posto v(t) = H(z)e(t). Essendo:
H(z) =1+ h(k)z"
k=1
possiamo riscrivere
v(t) =e(t) + > h(k)e(t — k).
k=1

Se si desidera stimare v(t) sull base dei dati fino all’istante ¢ — 1, si ha:

o(t)t —1) =) h(k)e(t — k)
k=1
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sotto l'ipotesi che H(z) sia invertibile, cioé che non abbia zeri instabili. Ne

segue che:

= G(2)ut) + (1 — H'(2)) v(t)
= G(2u(t) + (1 - H'(2)) (y(t) = G()u(t))  (5.6)
(1 — H_l(z)) y(t) + H ' (2)G(2)u(t) |

gt —1)

Quindi, I'errore di predizione vale:
e(t,0) | =y(t) —gtlt = 1) = H (2)y(t) — H™'(2)G(2)u(?)
—[HG) (5(t) - GEul)]

Osservazione 5.1. Si noti che si poteva giungere alla stessa espressione per

(5.7)

0(t|t — 1) (e quindi per g(t|t — 1)) applicando la teoria della predizione LME-
QM di processi stocastici stazionari. In tal senso, 'ipotesi che H(z) sia in-
vertibile significa semplicemente che H(z) ¢ il fattore canonico spettrale della

parte stocastica v(t), e quindi non comporta alcuna perdita di generalita.

Nel seguito verra analizzato l'errore di predizione per alcune classi di

modelli notevoli.

ARX
Nel caso di un modello ARX si ¢ visto che le funzioni di trasferimento valgono:
B(z) 1

per cui si ha:
H™'(2) = A(z), H'(2)G(z) = B(2).
Quindi I'errore di predizione assume la forma:
e(t,0) = A(2)y(t) — B(z)u(t).
Una proprieta importante dei modelli ARX e che ’errore di predizione € una

funzione lineare dei parametri. Infatti, ricordando la definizione del vettore

dei parametri 6 e definendo il regressore

o) = [yt =1) ... —y(t—na) ult—1) ... ult—m)],
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I'equazione (5.3) puo essere riscritta come:

y(t) = ¢' ()0 + e(t).

Di conseguenza la predizione g(t|t — 1) vale

gt — 1) = ¢ ()8

e l'errore di predizione diventa:

e(t,0) = y(t) — '(1)0.

ARMAX
Nel caso di un modello ARMAX le funzioni di trasferimento valgono:
_ B¢ _C)
per cui si ha:
_ A(z) _ B(z)
H 1 o H 1
(0= G RI6E) = G

In accordo all’equazione (5.6), la predizione dell'uscita vale:

it = 1) = (1= 253 ) vto) + Zfute)

C(2)g(tlt = 1) = B(2)u(t) + (C(2) = A(2))y(1).

Sommando il termine (1 —C(2))y(t|t —1) ad ambo i membri della precedente

equazione otteniamo:

§(t]t — 1) = B(2)u(t) + (1 — A(=))y(t) + (1 — C() (@t - 1) — y(1)). (5.8)

Ricordando la definizione dei polinomi A, B e C, la (5.8) corrisponde alla

ricorsione:
gttt —1) = —ay(t — 1) — -+ — ap, y(t —ng) + byu(t — 1) + - + by, u(t — np)
+ce(t—1,0)+ -+ cpe(t —ne,0)
= ¢/(t,0)0 (5.9)
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ove si ¢ definito lo pseudo-regressore p(t,0) come:
o(t,0) = [—y(t—1) - —y(t—ng) u(t—1) .. .u(t—ny) e(t—1,0) ...e(t—n.,0)]"
A questo punto, l'errore di predizione assume la forma:

e(t,0) = y(t) — ¢'(¢,0)0.

Si noti che nel caso ARMAX lo pseudo-regressore dipende anch’esso dal vetto-
re dei parametri 6, per cui si dice che in questo caso ’errore si ottiene tramite
una regressione pseudo-lineare (o, in altre parole, £(¢,0) ¢ una funzione non

lineare di 0).

OE
Nel caso di un modello OE le funzioni di trasferimento valgono:
B(2)
0) = H(z,0)=1
Ge) = Fy  HG0) =1,

per cui si ha:

H'(2)=1, H'(2)G() = 58
Allora, la predizione di y(t) e data da:
e = 1) = (1= )y(0) + B pule)
Ponendo B(2)
A B(z
si ha
w(t,0) = —frw(t—1,0)—--— frw(t—ng,0) +biu(t — 1)+ -+ by, ult —ny)

per cui la predizione soddisfa la regressione pseudo-lineare:

gt —1) = —fiw(t —1,0) — -+ — fr,w(t —ng, 0) + byu(t — 1) + - + by, u(t — nyp)

= ¢'(t,0)0.
(5.10)
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In questo caso si e definito lo pseudo-regressore come:
o(t,0) =[—w(t—1,0) — - —w(t —ng0) u(t —1)...u(t —ny)].

Percio l'errore di predizione vale:

5(t> 0) = y(t) - cp'(t, 0)9

ed € non lineare in 6.
Si noti che w(t — k,0) = g(t — k|t — k — 1) e quindi lo pseudo-regressore puo

essere calcolato utilizzando i campioni precedenti della predizione.

Osservazione 5.2. Si osservi che in generale, la predizione §(t|t—1) ¢ esatta se

t—1

i dati a disposizione all'istante ¢t — 1 sono infiniti, ovvero {u(k),y(k)},__ ..

Ovviamente, si puo approssimare ¢(t|t — 1) considerando u(t) e y(t) nulli
prima di un assegnato istante iniziale (ad es., per t < 0), ma in questo caso
la predizione e soltanto subottima. Fa eccezione in tal senso il caso dei modelli
ARX in cui la predizione dipende solo da n, campioni passati dell’uscita e

da n;, campioni passati dell’ingresso.

5.3.1 Scelta del funzionale di costo

Come gia detto, il vettore dei parametri si ottiene minimizzando un funzio-

nale di costo Vi (6’, ZN ) Una scelta molto generale e del tipo:

Vi (6, 2V) =

\\Mz

dove

e /(-) & una funzione scalare, tipicamente positiva. Una scelta standard
e
1

l(e) = 552

che corrisponde a calcolare la stima di # ai minimi quadrati.
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e [(z) ¢ un filtro dell’errore di predizione, che consente di evidenziare

frequenze di particolare interesse, ridurre I'influenza di disturbi ad alta
frequenza, ecc. Per modelli LTI, I'utilizzo di L(z) equivale a filtrare i
dati:

L(2)e(t,0) = H'(2)(L(2)y(t) —G(2) L(2)u(t))

yy(t) ug(t)
= H7'(2)L(2)(y(t) — G(z)u(t))

per cui leffetto del filtraggio tramite L(z) equivale di fatto a modificare

la funzione di trasferimento del canale stocastico del modello da H(z)
H(z)

a .
L(z)

5.4 Selezione del modello ottimo

In questo paragrafo viene affrontato il problema del calcolo del vettore dei

parametri “ottimo” é}k\,, ossia il problema di ottimizzazione (5.5), una volta

scelta una classe di modelli e definito un funzionale di costo. Iniziamo col

caso piu semplice e per il quale esiste una soluzione in forma chiusa.

5.4.1 Regressione lineare e minimi quadrati

Si e visto che per un modello ARX l'errore di predizione vale

e(t,0) = y(t) — ' (1)0.

Se si sceglie il funzionale di costo corrispondente a () = 22 e L(z) = 1:

Vi (0, 2Y) = 50 S 0() — (10

t=1

si ha il criterio dei minimi quadrati

0% = argnbin Vi (6, 27). (5.11)
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Si noti che il funzionale di costo vale:

Vi (0,2Y) = % (Z y(t) =2 ety + 9’90(75)@’(15)9> (5.12)

Per il calcolo del vettore dei parametri ottimo, imponiamo che si annulli il
gradiente di Vi (6’, ZN):

d

Vi (0,27) = %Z (=2 (t)y(t) + 2¢(t)¢' (1)0)

6=0%,

da cui si ottengono le cosiddette equazioni normali:

(NZgo )9_NZ¢ (5.13)

Nel caso in cui la matrice

sia invertibile, le equazioni normali (5.13) ammettono un’unica soluzione,

nota come stima parametrica ai minimi quadrati:

o = <% > ¢<t>¢<t>> 5 et) (5.1

La matrice R(V) riveste un ruolo fondamentale nell’ambito della stima dei

parametri di un modello ARX. Di seguito sono discusse alcune sue proprieta.

e R(N) & I'Hessiano di Vy (6, Z"), ovvero 43 * Vi (6, 2"). Dal momento
che il funzionale di costo € una somma di quadrati, allora sicuramente
R(N) > 0. In particolare, se R(N) > 0 allora R(N) ¢ invertibile e
la soluzione di (5.11) ¢ unica, altrimenti il problema di ottimizzazione

ammette infinite soluzioni (condizione di non identificabilita).

e R(N) ¢ la somma di matrici diadiche p(t)¢'(t) di rango 1. Ne segue
che rankR(N) < N. Se d = n, + np, € il numero di parametri da sti-

mare, affinché R(N) sia invertibile occorre che N > d (ovvero che il
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numero dei dati ingresso-uscita non sia inferiore al numero dei parame-
tri da stimare). Si noti che questa ¢ una condizione necessaria ma non

sufficiente.

Siponga P(N) = NR(N). Lamtrice P(N) puo essere calcolata tramite

la ricorsione:
Pt) =Pt —1)+ot)¢'(t)

e naturalmente man mano che si aggiungono termini ¢ (t)¢’(f) € piu
probabile che R(N) diventi invertibile. Questo dipende ovviamente
dalla scelta dell’ingresso (ad esempio, si provi a calcolare P(t) nel caso
di un modello FIR di ordine 2 con un ingresso costante... che cosa

succede?).

Gli elementi di R(NN) sono del tipo SN yt—i)y(t—7), %~ SV y(t—
Dult —j) e x Zi\; u(t — i)u(t — j), cioe sono stime campionarie delle

matrici di covarianza R, (7), R,(7) e Ryu(7).

Vogliamo ora esaminare la consistenza della stima ai minimi quadrati. Si

supponga che i dati siano generati da una regressione lineare con vettore dei

parametri fy:

y(t) = ' ()00 + vo(t).

Per ora non facciamo alcuna ipotesi sul rumore vy. Allora

Cosa accade all’errore di stima quando il numero di dati N tende all’infinito?

Supponiamo che () e vy(t) siano stazionari e per loro valga il teorema di
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ergodicita. Allora:

~ 1 A _
: LS 1 -1 o x\—1 px
lim (0% — 6o) = lim R(N) N;W)vo(t) =(@®)f
in cui si e posto
R = Jim RN ZNILH;—ZE
IJ&EI;O—Z@ Jo(t) = 12%0—ZE
Per cui QJLVS — 6y quando N — o0, ossia la stima ai minimi quadrati e

convergente, se:
i) R* & non singolare (dipende dalla scelta dell’ingresso);
ii) f* =0 (dipende dalle caratteristiche di vy). Cio accade ad esempio se:
— vp(t) € un rumore bianco a media nulla; oppure
— l'ingresso u(t) ¢ indipendente da v e n, = 0 (modello FIR).

Se n, > 0 e il rumore vy non ¢ bianco, allora in generale f* # 0, per cui la

stima LS non ¢ consistente.

5.4.2 Soluzioni numeriche del problema di ottimizza-

zione

Nel caso generale, il minimo del funzionale di costo
Vn (60,2Y) = Zf (t,9))

non puo essere calcolato analiticamente. Inoltre, il funzionale sara in generale
una funzione non convessa dei parametri, per cui possono esserci minimi
locali. In questo caso si ricorre a metodi numeri che calcolano la soluzione

mediante una procedura iterativa, secondo lo schema:

/\

9 (i+1) 9 )f(z)
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Il termine f® rappresenta la direzione di ricerca ed ¢ scelta in base alle
informazioni sul funzionale Vy (9, ZN ) disponibili all’i-esimo passo dell’ite-
razione. 11 termine a® ¢ determinato in modo da avere un decremento nel
funzionale, ovvero in modo che Vy(§0+D, ZN) < Vyy(0© ZN).

Si distinguono tre classi di metodi iterativi a seconda di come viene scelta

la direzione f®:
1. usando solo valori di Vy (6@, ZN):;
2. usando valori di Vy (0%, ZV) e del gradiente V} (6®, ZN);
3. usando valori di Vi (0@, ZN), di V{ (0%, ZN) e dell'Hessiano V(0@ ZN).

Un tipico esempio di algoritmo appartenente al terzo gruppo e 'algoritmo di

Newton, in cui
7O == Vi (09, 2V)] v (99, 2%)

e che garantisce la convergenza in un passo (per o = 1) nel caso in cui il
funzionale sia quadratico e convesso in 6.

Se la funzione peso £(-) ¢ scelta in modo che:
1
f(g(t’ 9)) = §€Q(t7 9)
si ha il problema dei minimi quadrati non lineari:
;N
in — °(t, ).
N oN ; e(t,9)

In questo caso, il gradiente del funzionale di costo vale:

N
1
C(0,2Y) =—— t,0)e(t, 0 1
VN(a ) N;w(7)g(a) (5 5)
dove (t,0) = —L&(t,0). Una famiglia classica di algoritmi iterativi per il

calcolo del minimo ha la seguente struttura:
e -0 ] v (30 27).

dove
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o RE\Z,) ¢ una matrice che modifica la direzione di ricerca;

(@)

e YY) rappresenta I'entita del passo di ricerca, scelto in modo che Vi (96D ZV) <

V(09 ZN).

Nel caso in cui R%) corrisponde alla matrice identita si ottiene il metodo
classico del gradiente, che risulta essere abbastanza inefficiente in prossimita
del punto di minimo. Migliori prestazioni sono fornite dal metodo di Newton

che, come detto, corrisponde a scegliere:
RY = v (é“‘), ZN) .

Si noti che dalla (5.15) segue che:

N

VE(0.2") = v 0w .0 - 3 (o0 <),

dove £4(t,6) & I'Hessiano di £(¢,6) (matrice n x n).

Il calcolo di %w(t,e) puo essere costoso. In molti casi esso puo essere
evitato poiché & necessario avere una buona approssimazione di Vi (0, Z")
solo nei pressi del minimo (lontano dal minimo il costo difficilmente puo essere
approssimato da una funzione quadratica e quindi metodi del gradiente e di
Newton hanno prestazioni simili). Ma se il minimo si ha in corrispondenza

di un 6y per cui l'errore di predizione £(¢,6y) ¢ un processo bianco, allora

E K;ezp(t 90)) g(t,eo)] ~0

e quindi:

2

Vi (6, 2Y) ~

Zwte

La precedente approssimazione di Vi (0, ZV) da luogo al cosiddetto metodo

di Gauss-Newton, che corrisponde alla scelta:

1N
(__Z (i)
N_N: vt )
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Nel caso in cui la matrice RE\Z,) sia vicina ad essere singolare, si utilizze-
ranno tecniche di regolarizzazione, quale ad esempio quella di Levenberg-

Marquardt, in cui si pone:
1
RY = — £, 00)y (8,09 + NI
N N ; ¢( ) )¢ ( ) ) +

dove A & uno scalare usato per controllare la convergenza (in questo caso
,ugf,) = 1). Si osservi che quando A — 0 si ottiene il metodo di Gauss-Newton,
mentre per A — oo si ottiene il metodo del gradiente.
I metodi sopra esaminati richiedono il calcolo di
d d
t, 0 ——e(t,0 y(tlt —1,0).
U(1.0) = —e(t,0) = it~ 1,0)

Nel caso di modelli ARMAX si e visto che:

C2)g(tlt = 1) = B(2)u(t) + (C(z) — A(2))y(t)

da cui:
C(z )iA(t\t— 1) = (t—k) k=1
8ay -y ) =1,...,n
0
C(z )8bk g(t|t —1) = u(t — k), k=1,....n
C()a g(t|t — 1) + 2~ y(t\t—l)—y(t—k) kE=1,...,n.

ey,
Le tre precedenti famiglie di equazioni possono essere espresse sinteticamente

come

C’(z)i

N
it = 1) = ol 6),

ovVvero
C(2)¥(t,0) = o(t,0).
Quindi (t,0) si ottiene filtrando lo pseudo-regressore ¢(t,6) mediante il
filtro ﬁ
Analogamente a quanto appena visto per i modelli ARMAX, nel caso di
modelli OE il predittore soddisfa:

F(2)g(t]t = 1) = B(2)u(t),
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da cui
a/\ 7]{/,/\
F(z)=—y(tlt = 1)+ z"g(t|t — 1) =0, k=1,...
o
0
—ytit—1)=u(t -k kE=1,...
Cle) it — 1) = u(t — k), ,
OVVero

F(2)(t,0) = o(t,0).

169

Ovviamente, la procedura di filtraggio dello pseudo-regressore necessita

di una condizione iniziale e non ¢ detto che la scelta ¢(0,6) = 0 sia quella

migliore. Una possibilita alternativa consiste nel porre:

©(0,0) =n

ed includere 7 nel vettore 6 dei parametri da stimare.



170 CAPITOLO 5. IDENTIFICAZIONE PARAMETRICA



Capitolo 6

Valutazione della qualita dei

modelli

Come evidenziato nella procedura di identificazione descritta nel paragrafo
5.1, una volta che un modello e stato identificato, ¢ necessario validarlo, cioe
verificare se esso ¢ coerente con le informazioni disponibili sul sistema (co-
noscenza a priori, dati, ecc.) e in ultima analisi se puo essere effettivamente
impiegato per gli scopi per i quali ¢ stato costruito. La qualita di un modello
matematico dipendera quindi anche dalla specifica applicazione considerata
e dall’uso che si intende fare del modello stesso. Ad esempio, un modello
utilizzato per progettare un sistema di controllo in retroazione dovra avere
requisiti differenti da quelli di un modello impiegato per predire ’andamento
futuro dell’uscita del sistema in certe condizioni operative.

Cio detto, esistono comunque alcune tecniche generali per la valutazione del-
la qualita dei modelli, che possono essere applicate a prescindere dal contesto

applicativo. Alcune di esse sono brevemente descritte in questo capitolo.

6.1 Confronto tra classi di modelli

Nello schema generale della procedura di identificazione illustrato in Figura

5.1, si puo vedere che uno degli elementi da riconsiderare in fase di validazione

171
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di un modello ¢ la scelta della classe di modelli. Ovviamente, qualora siano
disponibili informazioni a priori sul sistema da identificare, tale conoscenza

deve essere utilizzata nella scelta della classe. In particolare, occorre scegliere:

e la tipologia di modelli (ad es., lineare o non lineare, ingresso/uscita o

variabili di stato, basati su leggi fisiche o black-box, ecc.);

e la struttura del modello (ad es., nel caso di modelli lineari tempo-
invarianti: ARX, ARMAX, OE, ecc.)

e il numero di parametri da stimare.

Vi sono diversi aspetti da tener presente quando si effettua la scelta della
classe di modelli. In generale, la qualita di un modello puo essere misurata
quantitativamente mediante un opportuno indice J. Tipicamente, questi

indici sono costituiti da due contributi:
J=Jg+ Jv

dove Jp rappresenta un termine di “bias”, dipendente dalla classe di modelli
scelta ma non dai dati, mentre Jy, ¢ un termine di “varianza” che dipende
dai dati e dal numero di parametri da stimare. In sintesi, il termine Jg tiene
conto della “distanza” esistente tra la classe di modelli scelta e il sistema che
ha generato i dati, mentre il termine Jy, quantifica la varianza dell’errore di
stima parametrica 6 — 0 ~, la quale tendera a crescere col numero d di para-
metri da stimare (a parita del numero N di dati disponibili). Ne consegue
che un modello ricco e flessibile (con struttura complessa e molti parametri
da stimare) dara luogo ad un basso errore di bias ma ad un’elevata varianza,
viceversa, un modello semplice privilegia .Jy rispetto a Jg.

Un altro aspetto di cui tener conto riguarda il carico computazionale necessa-
rio per il calcolo del modello: un modello molto complicato e/o un funzionale
di costo Vi (0, ZY) di forma complessa possono rendere difficile il calcolo del-
la stima del vettore dei parametri ottimo 0y (costo computazionale elevato).

Infine, come detto, ¢ importante considerare anche 1'uso che si prevede fare
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del modello: modelli complessi possono essere difficili da simulare, il progetto
del sistema di controllo puo diventare molto complicato, ecc.

In definitiva, la scelta finale della classe di modelli sara il risultato di un
compromesso tra tutti gli aspetti fin qui considerati. La valutazione di tali
aspetti puo essere effettuata mediante diverse tecniche e considerazioni, che

comprendono:
e considerazioni basate sulla conoscenza a priori del sistema;
e analisi preliminare dei dati (a priori, prima del calcolo della stima);
e confronti tra diverse strutture;

e validazione del modello (a posteriori, sulla base dei dati).

6.1.1 Conoscenza a priori

Le considerazioni basate sulla conoscenza a priori sono molto legate allo
specifico problema che si sta affrontando. Occorre scegliere se privilegiare
gli aspetti fisici (meno parametri, modelli piu legati al sistema in esame) o
selezionare una struttura black-box (piu semplice dal punto di vista algorit-
mico). Occorre anche decidere se considerare o meno la presenza di eventuali
nonlinearita (spesso note a priori almeno approssimativamente), o effettua-
re trasformazioni sui dati. Comunque, ¢ buona norma partire sempre da

strutture molto semplici (principio di parsimonia).

6.1.2 Analisi dei dati

Si puo cercare di stimare I'ordine di un sistema lineare (e quindi della classe

di modelli da usare) in diversi modi:

e utilizzando una stima non-parametrica in frequenza, ad esempio trami-
te analisi spettrale dei dati, per individuare picchi di risonanza, banda

passante, pendenza ad alte frequenze, ecc.;
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e valutando se ¢ opportuno inserire nel modello la dipendenza da una
nuova variabile y(t —n — 1) o da un possibile disturbo misurato w(t),
analizzandone la correlazione con y(t) (se questa e trascurabile non &

opportuno aumentare l'ordine del modello);

e valutando il numero di condizionamento della matrice di informazione
* SOV W(t, 0)Y' (¢, 0) durante il calcolo della stima mediante metodi
di Gauss-Newton (vedi paragrafo 5.4.2): se tale matrice ¢ vicina ad
essere singolare, significa che, in qualche direzione dello spazio dei re-
gressori, 1(t,0) e circa nullo e quindi ¢’¢ una ridondanza nel vettore

dei parametri ed e opportuno ridurre I’ordine del modello.

6.1.3 Confronto tra diverse strutture

In generale, la bonta di un modello identificato si valuta in base alla sua
capacita di “riprodurre” i dati generati dal sistema incognito. Ma cosa si
intende esattamente per “riprodurre i dati”? Una possibile cifra di merito e
data dalla capacita predittiva k-passi in avanti del modello. Due casi notevoli

SOno:

~

k=1 = g(tlt—1)=1—H "(2,0n5)yt)+ H (2,00)G(2, 0x)u(t)
k=00 = §(t) = G(z,0n)ult)
Quando k = oo si parla di simulazione, in quanto 1'uscita del modello §4(t)
viene calcolata simulando il modello identificato G(z,6y) con in ingresso il
segnale u(t). E chiaro che la capacita predittiva in simulazione ¢ un requi-
sito molto piu stringente di quella in predizione, poiché non si utilizza la
conoscenza dei valori passati dell’uscita y(t).
Una prima possibile misura della qualita del modello ¢ data dal valore del

funzionale di costo in corrispondenza del vettore dei parametri ottimo:
|

Vi (O, 2%) = 5 () — (et = 1)’

Ovviamente, minore e tale valore e maggiore ¢ la capacita del modello di

riprodurre i dati. Tuttavia, e chiaro che aumentando la complessita del
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A

Vi (On, ZV)

ginocchio

»
»

d

Figura 6.1. Valore del minimo del funzionale di costo al variare del numero

di parametri.

modello (e quindi il numero d = dim(#) di parametri da stimare) il costo
VN(é N, ZN ) diminuisce sempre. Consideriamo infatti due classi di modelli di

complessita crescente

M, C MQ,

ovvero il caso in cui ©; C R™, Oy C R"™2, con ny > ny, e O si puo ottenere
mediante una opportuna restrizione di ©, a R™ (mettendo a zero i parametri

eccedenti). Si ha quindi:
Va(Oy' 2") = V(03 27)

dove ég\}) e HA](\?) sono rispettivamente i parametri ottimi per le classi M; e M.
L’andamento qualitativo del costo al variare del numero di parametri d sara
del tipo riportato in Figura 6.1. Fino ad un certo valore di d la diminuzione
del costo e significativa perché dovuta ad un modello pit adatto a spiegare
i dati. Viceversa, per valori piu alti il costo diminuisce solo perché i nuovi
parametri consentono di riprodurre anche la realizzazione del rumore pre-
sente sui dati (fenomeno detto “overfit”). Ovviamente questo contributo e
del tutto inutile ai fini dell’identificazione del sistema dinamico. Il ginocchio

della curva puo essere usato come metodo euristico per individuare 1’ordine
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migliore per la classe di modelli scelta.

Un approccio piu quantitativo consiste nello scegliere il numero di parame-
tri ottimo sulla base di opportuni criteri numerici. L’idea di base consiste
nell’associare una penalita a ciascun parametro, in modo che il costo finale
aumenti al crescere dell’ordine del modello in presenza di overfit. In parti-
colare, all’interno di una data classe di modelli M, l'ordine ottimo d* sara

quello che minimizza il funzionale
T(M) = Vy(Oy, Z2V)(1+ U(d)).

A seconda della forma della funzione U(#) si ottengono diversi criteri, tra i

quali i piu diffusi sono:

e AIC, criterio di informazione di Akaike, dove

e MDL, criterio minimum description length, dove

_ log N

d.
N

U(e)
Per valori “piccoli” di d, il costo J & decrescente (poiché al crescere di d
decresce Vi (O, ZV)). Al contrario, all’aumentare del numero di parametri
d il costo diventa crescente poiché VN(éN, ZN) diviene pressoche costante e
il termine U(#) prevale (vedi Figura 6.2).

Le considerazioni fin qui esposte hanno sempre riguardato un confron-
to tra diverse strutture, basato sullo stesso funzionale di costo VN(éN, ZN)
che viene minimizzato per ottenere il modello ottimo all’interno della classe.
Naturalmente, e possibile impiegare funzionali diversi per la stima dei para-

metri e per il confronto tra modelli. Un tipico esempio e dato dall’utilizzo
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J

v

Figura 6.2. Andamento del costo J.

per quest’ultimo scopo dell’errore di simulazione

J - %Z (9(6) = 3u(0)* = %Z (v~ G Owu))”. (61)

Spesso, nel confronto tra diverse classi di modelli, si preferisce usare 1'indi-

catore di FIT percentuale, definito come

FIT:{l— s 2}><100
¥ et (y(t) = 7)

dove j = + Zi\il y(t) & la media campionaria dei dati. Un FIT del 100%
denota una perfetta riproduzione in simulazione dei dati da parte del modello
(e corrisponde quindi al caso ideale in cui i dati sono stati generati proprio
dalla funzione di trasferimento identificata G(z,fy)).

E bene richiamare che la richiesta di un FIT elevato in simulazione (ovvero di
un errore Jg piccolo) € un requisito piu stringente rispetto alla minimizzazione
di VN(éN, ZN) e costituisce quindi un test pitt probante per la valutazione
della qualita del modello identificato. Fa eccezione in tal senso la classe di
modelli OE, per i quali si ha gs(t) = g(t|t — 1).
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Confronto su dati diversi

Una tipica misura della qualita del modello identificato e data dalla capacita
di riprodurre set di dati differenti da quello usato per la stima dei parametri.
Infatti, un modello non viene identificato per riprodurre i dati ZV utilizzati
nella procedura di identificazione, ma perché sia rappresentativo del compor-
tamento del sistema in diverse condizioni di funzionamento (ad esempio, per
un segnale di ingresso diverso da quello presente nei dati ZV).

Se si desidera confrontare modelli di struttura differente, utilizzando dati
diversi da quelli usati per identificare i modelli stessi, si puo procedere nel
modo seguente. In primo luogo, ¢ necessario dividere i dati di cui si dispone

in due sottoinsiemi:

o ZN =1ui(1),51(1),...,u1(N),y1(N)}: dati di identificazione;

o ZMLus(1),y9(1), ..., us(M),y2(M)}: dati di validazione.

I dati di identificazione vengono quindi utilizzati per la stima dei parametri 6,
secondo la tecnica di identificazione parametrica prescelta (ad esempio, una
di quelle descritte nel Capitolo 5). Per evidenziare la dipendenza dai dati
di identificazione, si denoti il vettore dei parametri ottenuto come Oy (ZN).
Infine, si utilizzi come criterio quantitativo per la valutazione della qualita
del modello un funzionale basato sui dati di validazione Z¥. Tl modo pilt
diretto consiste naturalmente nell’utilizzare ’errore di predizione a un passo,

ovvero
Vn(On (2N, 2M) = i Z Yo (t) — Ga(t]t — 1))

dove il pedice 2 nell’espressione di destra indica che i dati utilizzati per il
calcolo del funzionale sono quelli di validazione Z2. Si noti in particolare
che la predizione g5 (t|t — 1) viene calcolata utilizzando il secondo set di dati,

in base al modello Oy (ZV), ovvero
Ga(t]t=1) = [1 — H ' (2,08(Z1)) | y2()+H (2,08 (2))G (2, On (Z]) us(1).

Chiaramente, possono essere utilizzati funzionali diversi, come ad esempio J;
definito in (6.1).
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Nel caso in cui si disponga di un solo set di dati, ¢ comunque buona norma
suddividerlo in due sottoinsiemi utilizzandone uno per 'identificazione e uno
per la validazione. Nel caso in cui i dati a disposizione non siano molti, si
tendera a preservare il sottoinsieme pitt numeroso per l'identificazione, al fine

di avere una stima sufficientemente accurata dei modelli.

6.1.4 Validazione del modello: analisi dei residui

Un ruolo importante nel contesto della validazione dei modelli e svolto dagli

errori di predizione (detti anche residui di predizione):

e(t,On) = y(t) — g(tlt — 1).

Informalmente, i residui rappresentano quella parte dei dati che il modello
non ¢ in grado di riprodurre, per cui valutare le loro proprieta statistiche
puo fornire una utile indicazione sulla qualita del modello. In particolare, si

considerano le seguenti grandezze:

N—1
A 1
(1) = -M <7< :
RL(T) = — ; e(t+7)u(t), M<T<M (6.2)
1 N—T1
RY(r) === lt+7et), 1<7<M (6.3)

dove M ¢ un intero maggiore di 1 e tipicamente M < N — 7. Ovviamente,
RN (1) e RN(7) rappresentano rispettivamente una stima della funzione di
covarianza incrociata fra € ed u, e della funzione di covarianza dei residui €.
Intuitivamente, entrambe le precedenti quantita devono essere “piccole”, per

i seguenti motivi.

e [l residuo di predizione non deve dipendere dal particolare set di da-
ti impiegato. In particolare, non deve essere correlato con l'ingresso,
altrimenti la qualita del modello potrebbe cambiare con ingressi diffe-
renti. Per questo occorre che i valori R?L(T) siano piccoli. Un altro

modo per giustificare tale requisito e il seguente. Se c¢’e dipendenza tra
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€ e u, allora ¢’e un contributo sull’uscita y che deriva dall’ingresso u
e che non e stato spiegato dal modello identificato. Quindi il modello

puo essere migliorato.

e Se i residui di predizione sono tra loro correlati, allora una parte di
g(t) avrebbe potuto essere prevista sulla base dei dati Z!~! disponibili
fino all’istante precedente. Anche in questo caso quindi il modello puo

essere migliorato.

Da un punto di vista teorico, una giustificazione di quanto detto in precedenza
si ha se si fa l'ipotesi ideale che i dati siano generati da un modello che
appartiene effettivamente alla classe dei modelli LTI considerata. In tal caso

si ha che i dati soddisfano effettivamente 1’equazione
y(t) = Go(2)u(t) + Ho(2)e(t).

per qualche G,(z), H,(z). Nel caso in cui 'algoritmo di identificazione riesca
effettivamente a stimare i parametri esatti del modello in esame!, utilizzando

la (5.7) lerrore di predizione sara dato da

e(t) = Hy'(2) (y(t) — Go(2)u(t))
HH(2) (Gol2)ult) + Ho(2)e(t) — Go(2)u(t)) = e(t).

o

In altre parole, nel caso di perfetta identificazione, 1’errore di predizione ri-
sulta essere un processo stocastico bianco, e quindi Re(7) = 0 per 7 # 0.
Analogamente si pud concludere che nel caso ideale (t) deve essere scor-
relato dallingresso u(t) (nel caso in cui u(t) sia un processo stocastico, e
sufficiente assumere che sia scorrelato da e(t)), e quindi Re,(7) = 0, V7.

Dal momento che le (6.2)-(6.3) sono solo delle stime delle reali funzioni di
covarianza, non e ragionevole richedere che esse siano esattamente zero. Per
questo ci si accontenta che siano sufficientemente piccole. Come quantificare

queste considerazioni? Esistono dei test statistici che consentono di stabilire

LCid ovviamente & possibile in generale, sotto opportune ipotesi, solo nel caso in cui si

faccia tendere all’infinito il numero dei dati V.
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(con un livello di confidenza fissato) se una sequenza di valori puo essere in-
terpretata come una realizzazione di un rumore bianco. Consideriamo il caso
della Rév (ma una trattazione del tutto analoga puo essere fatta anche per la
RY). Supponiamo che i residui {e(¢)}, siano effettivamente bianchi, con
varianza 2. Allora, si dimostra che asintoticamente (vale a dire al tendere

di N all’infinito) il vettore:

by v |

| BY ()

ha una distribuzione Gaussiana, a media nulla e matrice di covarianza pari
a o2I. Quindi, un possibile test di bianchezza su {e(t)}, pud essere fatto
verificando che per ogni 7 # 0, la covarianza stimata Rév (1) appartenga ad
un opportuno intervallo di confidenza [—7., 7.]. L’ampiezza dellintervallo
si determina a partire dal livello di confidenza desiderato. Ad esempio, un
test al 99% (ossia, accettando una probabilita di commettere un errore pari

a 1%) la soglia vale
o

’}/E: \/N

in cui « ¢ tale per cui P (x| < a) = 0.99, con & v.a. normale. Per calcolare

R (0)

a in MATLAB®, ¢ possibile utilizzare la funzione erfinv:
o = V2erfinv(0.99) = 2.58.

Per I'analisi dei residui di predizione, si veda anche il comando resid del
System Identification Toolbox di MATLAB (Ljung, 2005).

6.2 Scelta dell’ingresso

In alcuni casi e possibile scegliere I'ingresso da applicare ad un sistema per
raccogliere dati ai fini dell’identificazione di un modello. Poiche tale scelta
influenza il risultato della procedura di identificazione, & opportuno tener

presente alcuni aspetti.
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e Le caratteristiche asintotiche del vettore dei parametri stimato non di-
pendono dalla forma d’onda dell’ingresso, ma solo dal suo contenuto
in frequenza (spettro). In particolare, maggiore & la potenza dell’in-
gresso (e quindi maggiore il rapporto segnale/rumore) e minore sara la

varianza della stima.
e L’ingresso deve avere ampiezza limitata.

e L’ingresso deve avere un contenuto in frequenza elevato nella banda
di interesse del sistema. L’idea e quella di individuare la banda del

sistema e scegliere un ingresso con spettro piatto in tale banda.

E chiaro che vi sono esigenze contrastanti. Lo scopo ¢ quello di ottenere la
massima potenza dellingresso (almeno nella banda di interesse), nell’ambi-
to dei limiti di ampiezza imposti. Di seguito riportiamo alcuni segnali di

ingresso tipici per esperimenti di identificazione.

Rumore bianco. Ha spettro piatto e se opportunamente filtrato consente
di ottenere qualunque spettro (almeno in linea di principio). Il vincolo
sull’ampiezza massima % puo essere rispettato scartando i campioni
con ampiezza maggiore di tale soglia. Nel caso di un rumore bianco
Gaussiano, se si sceglie la deviazione standard ¢ in modo che 30 = @

questo procedimento comporta solo piccole distorsioni dello spettro.

Random Binary Sequence (RBS). E un segnale casuale che puo assu-
mere solo due valori. Ad esempio, puo essere generato prendendo
il segno di un rumore bianco Gaussiano (eventualmente scalato, per

ottenere i livelli desiderati).

Pseudo-Random Binary Sequence (PRBS). Eun segnale periodico, de-
terministico, con caratteristiche simili a quelle del rumore bianco. Se
indichiamo con M il periodo, lo spettro ¢ costituito da M impulsi di
pari ampiezza. Rispetto al rumore bianco, le proprieta di scorrelazione
non valgono solo asintoticamente ma per ogni set di lunghezza pari ad

un multiplo intero del periodo.
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Somme di sinusoidi. In questo caso il segnale di ingresso ha la forma:

k=d

u(t) = Z Ay sin(wyt + ¢).
k=1
Anche questo segnale ha uno spettro costituito da un insieme di impulsi
a frequenza wy. Variando opportunamente i parametri d, wy, ¢p €

possibile concentrare la potenza del segnale a frequenza ben precise.

Chirp. Un segnale di questo tipo € una sinusoide la cui frequenza varia
con continuita all’interno di un intervallo [w;, ws], in un certo periodo
temporale 0 <t < M:

2

u(t) = Acos (wlt + (wq — wl)m> )
Alcuni dei precedenti ingressi sono periodici, altri no. E opportuno chiedersi
quali siano i pro ed i contro dell'impego di tali segnali. Un segnale periodico
di periodo M ha lo svantaggio di eccitare solo M frequenze distinte. D’altro
canto si possono individuare almeno due benefici derivanti dall’uso di ingressi
periodici. Innanzitutto, ¢ possibile mediare 1'uscita tra i vari periodi e lavo-
rare solo con un periodo di dati “medi”. Questa operazione ha l'effetto di
aumentare il rapporto segnale/rumore di un fattore pari al numero dei perio-
di mediati. Inoltre, si puo stimare il rumore presente sull’uscita, sfruttando
il fatto che la differenza tra le uscite nei vari periodi ¢ dovuta unicamente al
rumore (una volta esauriti gli effetti del transitorio).
Per le problematiche legate alla scelta dell’ingresso, si veda anche il comando
idinput del System Identification Toolbox di MATLAB (Ljung, 2005).
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